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第一章 基于投影的降阶模型

1.1 解的低维特性

考虑常微分方程
du

dt
= f(u(t), t, x)

其中 u(t) ∈ CN 是高维状态变量，u(0) = u0 是初始条件，输出变量 y(t) = g(u(t), t, x) ∈ Cq（通

常 q � N）。

在理想情况下，状态变量可以被精确地表示为一系列向量的线性组合，这些向量形成了一个低

维线性空间的基。定义一个低维线性空间 S ∈ CN

S = span(v1, . . . , vk), k = dim(S)

那么状态变量可以进行分解

u(t) =
k∑

i=1

qivi = Vsq(t), V =
[
v1 · · · vk

]
q(t) 是 u(t) 在 S 中的广义坐标，也是降阶状态变量。
更实际的情况是，低维线性空间 S 以及基底 Vs 都是未知的，不妨记试验基底为 V ∈ CN×k（k

可能也不是精确的）。假设有近似 u(t) ≈ V q(t)，代入原方程可得

d

dt
(V q(t)) = f(V q(t), t, x) + r(t), y(t) ≈ g(V q(t), t).

其中 r(t) 是低维子空间逼近所产生的残差。由于基底 V 并不依赖于时间，可以提出来得到

V
d

dt
(q(t)) = f(V q(t), t, x) + r(t), y(t) ≈ g(V q(t), t).

这里得到的是 N 个微分方程组成的方程组，但是只有 k � N 个未知函数，因此是一个超定系统。

1.2 低维投影

Definition 1.2.1. 称矩阵 Π ∈ CN×N 是 CN 中的投影矩阵，如果 Π2 = Π。

Proposition 1.2.1. 投影矩阵 Π 有如下性质：

1. Π 的特征值只有 0 和 1；

2. Im(Π)⊕Ker(Π) = CN；
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3. Π 可以相似对角化

Π = P

[
Im

0N−m

]
P−1

如果定义

S1 = Im(Π), S2 = Ker(Π).

那么，实际上 Π 定义了沿着 S2 方向到 S1 的投影。如果满足 S1 = S⊥
2 ，那么 Π 就是正交投影矩阵，

因为余量 v −Πv ∈ S2 满足
(v −Πv)⊥S1, ∀ v

其他情况下，S1 6= S⊥
2 ，Π 是斜投影矩阵。可以给出正交投影/斜投影矩阵的一般性构造：

1. 对于列满秩矩阵 V ∈ CN×k，它的列向量张成 S1，那么可以定义正交投影矩阵

ΠV,V = V (V HV )−1V H

2. 考虑两个列满秩矩阵 V,W ∈ CN×k，要求 WHV 可逆，它们的列向量分别张成了 S1 和 S⊥
2 ，

那么可以定义斜投影矩阵

ΠV,W = V (WHV )−1WH

1.3 降阶模型

对于高维模型 (High Dimensional Model)

du

dt
= f(u(t), t, x)

其中 u(t) ∈ CN 是高维状态变量，u(0) = u0 是初始条件，输出变量 y(t) = g(u(t), t, x) ∈ Cq（通

常 q � N）。目标是设计基于投影的降阶模型为 (Projection based Reduced Order Model)

dq

dt
= fr(q(t), t, x)

其中 q(t) 是降阶的低维状态变量。
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考虑投影近似 u(t) ≈ V q(t)，其中 V ∈ CN×k 是列满秩矩阵，可以得到

V
dq

dt
= f(V q(t), t, x) + r(t)

构造列满秩矩阵 W ∈ CN×k（要求保证 WHV 可逆），使得残差满足正交关系

WHr(t) = 0

可以得到

WHV
dq

dt
=WHf(V q(t), t, x)

整理可得基于 Petrov-Galerkin 投影的降阶模型

dq

dt
= (WHV )−1WHf(V q(t), t, x), y(t) ≈ g(V q(t), t)

如果特别地取 W = V Q（其中 Q 是一个可逆变换矩阵，表明 S⊥
2 = S1），可以得到基于 Galerkin

投影的降阶模型
dq

dt
= (V HV )−1V Hf(V q(t), t, x), y(t) ≈ g(V q(t), t)

Remark 1.3.1. 上文构造的降阶模型与子空间基底的选取无关，例如考虑 W̃ = WQ1，Ṽ = V Q2，

其中 Q1, Q2 ∈ Ck×k 是可逆变换矩阵。变换后的降阶模型满足

d

dt
(Ṽ q̃(t)) = Ṽ (W̃HṼ )−1W̃Hf(Ṽ q(t), t, x) = V (WHV )−1WHf(Ṽ q̃(t), t, x) =

d

dt
(V q(t))

考虑初值条件 u(0) = u0 ∈ CN 的处理，此时第一种做法是对初值进行投影

q(0) = (WHV )−1WHu0 ∈ Ck.

此时存在初值投影误差

u(0)− V q(0) = (I − V (WHV )−1WH)u0.

第二种做法是把初值减掉，考虑对增量进行低维近似

u(t) = u0 + V q(t), q(0) = 0.

1.4 误差与稳定性

考虑基于 Galerkin 投影的降阶模型的误差，以下取标准正交基 V HV = I，因此 ΠV,V = V V H。

E := u(t)− V q(t) = u(t)−ΠV,V u(t) + ΠV,V u(t)− V q(t)

= (I −ΠV,V )u(t) + V
(
V Hu(t)− q(t)

)
=: EV ⊥(t) + EV (t)

误差可以拆分为两个部分：

1. 投影误差：EV ⊥(t) = (I −ΠV,V )u(t)；

2. 模型误差：EV (t) = V
(
V Hu(t)− q(t)

)
。
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Theorem 1.4.1. 对于线性模型
du(t)

dt
= Au(t),

考虑基于 Galerkin 投影的降阶模型，假设 u(0) = V q(0)，那么

‖E(t)‖L2([0,T ]) ≤
(
‖F (T, V HAV )‖2‖V HAV ⊥‖2 + 1

)
‖EV ⊥(t)‖L2([0,T ])

其中的范数定义为

‖h(t)‖L2([0,T ]) =

(∫ T

0

|h(t)|2dt

) 1
2

.

V ⊥ 的列向量是 V 的正交补空间的一组标准正交基。对 M ∈ Ck×k，定义 F (T,M) :

L2([0, T ],Ck)→ L2([0, T ],Ck) 满足

(F (T,M)h)(t) =

∫ t

0

eM(t−τ)h(τ) dτ

Theorem 1.4.2. 对于稳定线性模型

du(t)

dt
= Au(t), Re(λ(A)) ≤ 0.

如果 A 对称，那么基于 Galerkin 投影的降阶模型仍然稳定；如果 A 不对称，那么基于

Galerkin 投影的降阶模型可能不稳定。（这里只考虑实矩阵）



第二章 低维子空间的构造

2.1 本征正交分解 (POD)

现在关注如何构造降阶模型的基底 V，一个最基础的做法是本征正交分解（Proper Orthogonal
Decomposition, POD）：固定初始条件 u(0) = u0，考虑 t ∈ [0, T ] 的解 u(t)，本征正交分解寻求一

个固定秩为 k 的正交投影 ΠV,V，使得如下积分投影误差最小化

J(ΠV,V ) =

∫ T

0

‖EV ⊥(t)‖22 dt =
∫ T

0

‖u(t)−ΠV,V u(t)‖22 dt

Remark 2.1.1. 这个方法在多元统计学中被称为主成分分析（Principal Component Analysis，PCA），
都是基于 SVD 分解进行数据降维。

Theorem 2.1.1. 定义 Hermitian 半正定矩阵 K̂ ∈ CN×N

K̂ =

∫ T

0

u(t)u(t)H dt

记 K̂ 的特征值以及对应的特征向量为

K̂ϕ̂i = λ̂iϕ̂i, i = 1, . . . , N

其中 λ̂1 ≥ · · · ≥ λ̂N ≥ 0。对于取定的 k ∈ N，假设 λ̂k > λ̂k+1，那么使得 J(ΠV,V ) 达到最小

值的子空间 V = range(V̂ ) 是矩阵 K̂ 关于特征值 λ̂1, . . . , λ̂k 的不变子空间。

在实践中通常不会直接计算 K̂ 并求解它的特征系统，因为矩阵 K̂ 的规模太大，通常是稠密矩

阵，并且状态数据通常以离散的快照形式（snapshot）提供：{u(ti)}Nsnap

i=1 ，此时可以通过数值积分

近似计算

K̂ =

∫ T

0

u(t)u(t)H dt ≈
Nsnap∑
i=1

αiu(ti)u(ti)
H =: K

其中 {αi} 是对应的（非负）数值积分权重。定义快照矩阵 S ∈ CN×Nsnap

S =
[√

α1u(t1)
√
α2u(t2) · · ·

√
αNsnap

u(tNsnap
)
]

那么 K = SSH。现在的目标是求解 K 的前 k 个特征向量以及对应的特征向量。

利用 SVD 分解的性质可得：如果 S 的奇异值分解为 S = UrΣrV
H
r ，那么 K 的特征分解形如

K = SSH = UrΣ
2
rU

H
r .

因此可以取 V 为 Ur 的前 k 列。
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Remark 2.1.2. 当然也可以直接求解 K = SSH 的特征值和特征向量，复杂度一样，但是问题的条

件数更大：cond(SSH) ≈ (cond(S))2。

现在考虑如何确定子空间的维度 k：记 Uk 为 Ur 的前 k 列，定义

EPOD(k) =
‖ΠUk,Uk

S‖2F
‖S‖2F

=

∑k
i=1 σ

2
i (S)∑r

i=1 σ
2
i (S)

,

代表前 k 个本征正交基向量所捕获的快照能量占比，可以要求选取 k 使得丢失的能量占比小于给

定阈值 ε > 0

1− EPOD(k) ≤ ε.

例如取 ε = 0.1%。
现在考虑快照矩阵的构造，首先考虑含参数但不含时间的偏微分方程问题 f(u, µ) = 0，其中参

数 µ ∈ D，我们需要生成快照数据

{u(µ1), u(µ2), . . . , u(µNsnap
)}

或

{u(µ1),∇µu(µ1), u(µ2),∇µu(µ2), . . . , u(µNsnap
),∇µu(µNsnap

)}

一种常用的做法是贪心选取：

1. 首先，随机选取参数 µ1；

2. 求解高维模型 f(u(µ1), µ1) = 0 得到解 u(µ1)；

3. 构建快照矩阵 S =
[
u(µ1)

]
以及对应的基底 V；

4. 循环 i = 2, 3, . . .

(a) 求解降阶模型，从参数范围 D 中贪心选取后验误差最大的参数（表明现有的基对于这个

参数的近似效果最差）

µi = arg max
µ∈D

‖r(µ)‖ = arg max
µ∈D

‖f(V q(µ), µ)‖

(b) 求解高维模型 f(u(µi), µi) = 0 得到解 u(µi)；

(c) 扩充快照矩阵 S ←
[
S u(µi)

]
，更新对应的基底 V。

对于含参数和时间的偏微分方程问题

du(t, µ)

dt
= f(u(t, µ), t, µ)

其中参数 µ ∈ D，我们需要生成快照数据

{u(ti, µj)}Nsnap

i,j , or {u(ti, µj),∇µu(ti, µj)}Nsnap

i,j

应用贪心法时，对应的后验误差改为

µi = arg max
µ∈D

‖r(µ)‖ = arg max
µ∈D

∫ T

0

∥∥∥∥V d

dt
q(t, µ)− f(V q(t, µ), t, µ)

∥∥∥∥2 dt
- Note 2.1.1. 贪心算法的关键是计算或估计后验误差。在降阶模型中，有时会单独使用贪心算法，
有时会如上文中这样将 POD 和贪心算法结合使用。 �

2.2 平衡截断法和矩匹配方法
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平衡截断法和矩匹配的部分所讨论的线性系统模型属于现代控制理论中的内容，和我目前关

心的偏微分方程的降阶模型有点差距。这两种降阶方法完全不依赖数据，直接基于系统中已

知的大规模矩阵进行降阶。

2.2.1 线性动力系统

考虑线性模型（线性时不变系统，LTI）
d

dt
u(t) = Au(t) +Bw(t),

y(t) = Cu(t) +Dw(t)

其中输入函数 w : t 7→ w(t) ∈ Cq，状态 u(t) ∈ CN 以及初值 u(t0) = u0，输出函数 y : t 7→ y(t) ∈ Cp。

易得四个矩阵的尺寸依次为

A ∈ CN×N , B ∈ CN×q, C ∈ Cp×N , D ∈ Cp×q

下文中会使用四元组 (
A B

C D

)
来代指一个具体的线性模型。

线性模型的状态 u(t) 的维度 N 可能很大，对线性模型的降阶目标是得到一个简化系统

d

dt
ur(t) = Arur(t) +Brw(t),

yr(t) = Crur(t) +Drw(t)

其中状态 ur 的维度 r 大幅降低，输入输出函数维度保持不变，使得 yr(t) ≈ y(t)。
利用矩阵指数函数可以得到线性模型的解析解

u(t, w; t0,u0) = eA(t−t0)u0 +

∫ t

t0

eA(t−τ)Bw(τ) dτ

y(t) = CeA(t−t0)u0 + C

∫ t

t0

eA(t−τ)Bw(τ) dτ +Dw(t)

:= ϕ(t, w; t0,u0).

假设 A 的特征值实部均为负，且输入使下列积分收敛。取 t0 → −∞，考虑零初始状态响应，可以
得到

u(t, w;−∞,0) =
∫ t

−∞
eA(t−τ)Bw(τ) dτ

y(t) = C

∫ t

−∞
eA(t−τ)Bw(τ) dτ +Dw(t)

引入核函数 h(t) ∈ Cp×q

h(t) =

CeAtB + δ(t)D, t ≥ 0

0, t < 0

其中 δ(t) 为 Dirac 函数，可以整理得到

y(t) =

∫ +∞

−∞
h(t− τ)w(τ) dτ = (h ∗ w)(t).



第二章 低维子空间的构造 10

这里的卷积关系通过 Laplace 变换就会变成乘积关系

(Ly)(ξ) = (Lh)(ξ)(Lw)(ξ)

- Note 2.2.1. Laplace 变换
Lh(ξ) =

∫ ∞

0

h(τ)e−ξτdτ

�

Definition 2.2.1. 对于一般的核函数 h(t)（t > 0）假设有分解形式

h(t) = h0 δ(t) + ha(t)

其中 h0 δ(t) 是脉冲响应部分，ha(t) 是平滑核函数部分，将其展开为

ha(t) = h1 + h2
t

1
+ h3

t2

2!
+ · · · ∈ Cp×q.

参数组 Σ = (h0, h1, h2, . . . ) 称为 Markov 参数。

Definition 2.2.2 (传递函数). 核函数 h(t) 的 Laplace 变换

H(ξ) = (Lh)(ξ) =
∫ ∞

0

h(t)e−ξtdt.

被称为传递函数。计算可得

H(ξ) = (Lh)(ξ) = h0 + h1ξ
−1 + h2ξ

−2 + . . .

回到线性模型中，易得

Σ = (D,CB,CAB,CA2B, . . . , CAk−1B, . . . )

这些参数与坐标变换无关，例如考虑坐标变换 u = T ũ（det(T ) 6= 0），可以得到

d

dt
ũ(t) = T−1AT ũ(t) + T−1Bw(t), y(t) = CT ũ(t) +Dw(t).

此时

Σ̃ = (D, (CT )(T−1B), (CT )(T−1AT )(T−1B), . . . ) = Σ.

2.2.2 状态分类

考虑四元组 (
A B

C D

)
所对应的线性模型，对系统涉及到的状态 u ∈ CN 进行分类定义。

Definition 2.2.3 (可达状态). 对于线性模型，称状态 ū ∈ CN 是可达状态，如果存在一个

有限能量的输入函数 w 以及一个有限时间 T̄，使得在该输入作用下且初始状态为零的情况
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下，系统状态能够变为 ū，即

ū = u(T̄ , w; t0,0).

Definition 2.2.4. 定义所有可达状态组成的集合为 Xreach ⊂ CN。称该系统是完全可达的，

如果 Xreach = CN。

Theorem 2.2.1 (可达状态的判定). 给定四元组(
A B

C D

)

定义可达矩阵

R(A,B) =
[
B AB A2B · · · AN−1B

]
以及有限可达 Gramians 矩阵

P(t) =
∫ t

0

eAτBBHeA
Hτ dτ ∈ CN×N .

那么

Xreach = Range(P(t)) = Range(R(A,B)), ∀ t > 0

Remark 2.2.1. 可达矩阵可以定义为所有 AkB 按列拼接的结果，但是根据 Cayley-Hamilton 定理，
第 N 项之后的项没有必要添加。

Theorem 2.2.2 (可达状态的最小能量). 给定四元组(
A B

C D

)

假设系统完全可达，因而 P(T̄ ) 在 T̄ > 0 时正定。对于状态 ū ∈ CN，如果输入函数 w̄(t) 使

系统从时刻 0 的零状态在 T̄ 时刻到达 ū，那么输入函数的能量有下界

‖w̄‖2 =
∫ T̄

0

w̄(t)Hw̄(t) dt ≥ ūHP(T̄ )−1ū.

取等的能量最小的输入函数为

w̄(t) = BHeA
H(T̄−t)P(T̄ )−1ū

Remark 2.2.2. 这里涉及到的矩阵内积运算实际应该使用共轭转置，但是我在笔记中全部简化为共
轭。

Remark 2.2.3. 可达状态的定义保证了 w̄(t) 的存在性，这里直接构造了最优的输入函数。

Definition 2.2.5 (可控状态). 对于线性模型，称状态 ū ∈ CN 是可控状态，如果存在一个

有限能量的输入函数 w 以及一个有限时间 T̄，使得在该输入作用下且初始状态为 ū 的情况
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下，系统状态能够变为 0，即

0 = u(T̄ , w; t0, ū).

Definition 2.2.6. 定义所有可控状态组成的集合为 Xcontr ⊂ CN。称该系统是完全可控的，

如果 Xcontr = CN。

Definition 2.2.7 (不可观测状态). 对于线性模型，称状态 ū ∈ CN 是不可观测状态，如果

以 ū 为初始状态，使用 w(t) = 0 作为输入函数，系统输出的观测值永远为 0，即

y(t) = Cu(t, 0; t0, ū) = CeA(t−t0)ū = 0

反之则称 ū 为可观测状态。

Definition 2.2.8. 定义所有不可观测状态组成的集合为 Xunobs ⊂ CN。称该系统是完全可

观测的，如果 Xunobs = {0}。

Theorem 2.2.3 (可观测状态的判定). 给定四元组(
A B

C D

)

定义可观测矩阵

O(A,C) =



C

CA

CA2

...
CAN−1


以及有限可观测 Gramians 矩阵

Q(t) =
∫ t

0

eA
HτCHCeAτ dτ ∈ CN×N .

那么

Xunobs = Ker(O(A,C)) = Ker(Q(t)), ∀ t > 0

Theorem 2.2.4. 给定四元组 (
A B

C D

)
取可观测状态 ū ∈ CN 为初始状态，采用 w(t) = 0 作为输入函数，系统输出的观测值 y(t)

的能量为

‖y‖2 =
∫ T̄

0

y(t)Hy(t) dt = ūHQ(T̄ )ū.
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Theorem 2.2.5 (可达性可观测性规范分解 (Canonical decomposition)). 给定四元组(
A B

C D

)

存在坐标变换使得变换后的四元组形如

(
Ã B̃

C̃ D̃

)
=



Arō ∗ ∗ ∗ Brō

Aro ∗ Bro

Ar̄ō ∗
Ar̄o

Cro Cr̄o D̃


使得：

1.
(
Arō Brō

∗

)
是完全可达但不可观测的；

2.
(
Aro Bro

Cro ∗

)
是完全可达且可观测的；

3.
(
Ar̄ō Br̄ō

Cr̄ō ∗

)
是不可达且不可观测的；

4.
(
Ar̄o

Cr̄o ∗

)
是不可达但完全可观测的。

Remark 2.2.4. 在上述定理中，等于号的含义是将四元组整体视作一个大矩阵，将其重新拆分为子
矩阵。

2.2.3 平衡截断法

本节假设 A 为 Hurwitz 矩阵（所有特征值实部均为负），且系统完全可达、完全可观测。因此
下述无限时间 Gramians 收敛且正定，可以进行求逆和 Cholesky 分解。

考虑可达、可观测 Gramians 矩阵

P(t) =
∫ t

0

eAτBBHeA
Hτ dτ ∈ CN×N .

Q(t) =
∫ t

0

eA
HτCHCeAτ dτ ∈ CN×N .

显然有如下性质：对于 t1 < t2

P(t1) ≤ P(t2), Q(t1) ≤ Q(t2),

取 t→∞ 可以得到无限时间的 Gramians 矩阵

P = P(+∞) =

∫ +∞

0

eAτBBHeA
Hτ dτ ∈ CN×N .

Q = Q(+∞) =

∫ +∞

0

eA
HτCHCeAτ dτ ∈ CN×N .
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可以推出 P,Q 分别满足 Lyapunov 方程

AP + PAH +BBH = 0,

AHQ+QA+ CHC = 0.

可以利用 P,Q 进行估计：

1. 基于 P−1 的内积表征了将状态从 0 转换为可达状态 ū 所需的最小能量

‖w̄‖2 =
∫ T̄

0

w̄(t)Hw̄(t) dt ≥ ūHP(T̄ )−1ū ≥ uHP−1u =: ‖u‖2P−1 .

2. 基于 Q 的内积表示在无输入条件下，初始的可观测状态 u0 相对应的系统的输出所能产生的

最大能量

‖y‖2 =
∫ T̄

0

y(t)Hy(t) dt = ūHQ(T̄ )ū ≤ uH
0Qu0 =: ‖u0‖2Q.

从状态的重要性角度来理解，下面两类状态是不重要的：

1. 如果状态 u 对应的 ‖u‖2P−1 很大，表明这个状态难以到达；

2. 如果状态 u 对应的 ‖u‖2Q 很小，表明这个状态难以观测；

下面两类状态则是重要的：

1. 最小能量可达状态

arg min uHP̃−1u

uHu
= arg max uHP̃u

uHu

2. 最大观测能量状态

arg max uHQ̃u
uHu

我们希望舍弃两类不重要的状态，保留两类重要的状态，以达到模型降阶的目的。

这些状态的定义和基底的选取相关，因此我们希望找到一组基，在这组基下，可达性和可观测

性这两个概念是等价的，此时称系统处于平衡状态。

考虑坐标变换 ũ = Tu，可以得到新的四元组(
A B

C D

)
→

(
Ã B̃

C̃ D̃

)
=

(
TAT−1 TB

CT−1 D

)

还有

P̃ = TPTH, Q̃ = T−HQT−1

Definition 2.2.9. 称一个坐标变换 Tbal 为平衡变换，如果满足

P̃ = Q̃

直接推导平衡变换所满足的条件

P̃ = TbalPTH
bal = T−H

bal QT
−1
bal = Q̃

对 P 进行 Cholesky 分解
P = LLH
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对 LHQL 进行特征值分解（这是对称矩阵, 因此可以要求 KHK = KKH = I）

LHQL = KΣ2KH

其中 Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σn) 按降序排列。那么，可以取

Tbal = Σ1/2KHL−1, T−1
bal = LKΣ−1/2.

此时

P̃ = TbalPTH
bal = Σ1/2KHL−1LLHL−HKΣ1/2 = Σ,

Q̃ = T−H
bal QT

−1
bal = Σ−1/2KHLHQLKΣ−1/2 = Σ.

记 Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σN )，称 σi 为系统的 Hankel 奇异值。
基于平衡变换 ũ = Tbalu，将四元组转化为(

Ã B̃

C̃ D̃

)
=

(
TbalAT

−1
bal TbalB

CT−1
bal D

)

可以根据 Σ 对角元的分布挑选前 k 个分量，进一步拆分

(
TbalAT

−1
bal TbalB

CT−1
bal D

)
=


Ã11 Ã12 B̃1

Ã21 Ã22 B̃2

C̃1 C̃2 D̃


其中下标 1 所对应的块对应最可达和可观测的状态分量，Ã11 ∈ Ck×k。选取低维子空间（这里实际

上是掩码矩阵）

Ṽ =
[
e1 e2 · · · ek

]
, ũ = Ṽ q.

得到降阶模型

d

dt
q(t) = Ã11q(t) + B̃1w(t),

y(t) = C̃1q(t) + D̃w(t)

或者使用更标准的斜投影表示

d

dt
q(t) = (WHV )−1WH(AV q(t) +Bw(t)),

y(t) ≈ CV q(t) +Dw(t)

其中

W = TH
bal[:, 1 : k], V = T−1

bal [:, 1 : k].

Theorem 2.2.6. 对于给定的完全可达可观测的稳定线性系统

M =

(
A B

C

)
基于平衡截断法得到的降阶模型记作

Mr =

(
Ar Br

Cr

)
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那么：

1. 模型 Mr 稳定；

2. 记系统 M 的 Hankel 奇异值为 {σi}i=1m（对应重数 ηi），那么系统 Mr 的 Hankel 奇异
值为 {σr

i }i=1k（对应重数 ηri）；

3. 两个模型在使用相同的 u0 = 0 作为初始值，使用 w 作为输入，得到的观测差异记作

∆y(t;w)，有

sup
w

√∫∞
0
‖∆y(t;w)‖2 dt√∫∞
0
‖w(t)‖2 dt

≤ 2(σk+1 + · · ·+ σm)

2.2.4 矩匹配

仍然考虑线性模型

d

dt
u(t) = Au(t) +Bw(t),

y(t) = Cu(t) +Dw(t)

其中输入函数 w : t 7→ w(t) ∈ Cq，状态 u(t) ∈ CN 以及初值 u(t0) = u0，输出函数 y : t 7→ y(t) ∈ Cp。

我们考虑一般的 Petrov-Galerkin 投影，可以得到降阶模型
d

dt
q(t) = (WHV )−1WH(AV q(t) +Bw(t)),

y(t) ≈ CV q(t) +Dw(t)

其中 V,W 的构造待定。降阶模型的四元组记作(
Ar Br

Cr Dr

)
=

(
(WHV )−1WHAV (WHV )−1WHB

CV D

)

矩匹配方法的核心思路：构造 V,W 使得降阶模型和原模型的前几个 Markov 参数（hi，也称
为矩，记作 ηi(∞)）保持一致。

考虑单输入-单输出模型（B = b ∈ CN，CH = cH ∈ CN），那么原始模型的矩为

η0(∞) = D, ηm(∞) = CAm−1b, m = 1, 2, . . .

降阶模型的矩为

η′0(∞) = D, η′m(∞) = CV ((WHV )−1WHAV )m−1(WHV )−1WHb, m = 1, 2, . . .

因此，目标是选取 V,W，使得

ηm(∞) = η′m(∞)

这里可以明显看到 Krylov 空间的身影。

Theorem 2.2.7. 设 V ∈ CN×k 满足

Range(V ) = Kk(A, b) = span(b, Ab, . . . , Ak−1b)
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取 W ∈ CN×k 满足 WHV = I，那么，利用 V,W 构造的降阶模型满足

ηm(∞) = η′m(∞), m = 0, 1, . . . , k − 1.

Proof. 验证一下即可：对 m = 0 显然，对 m > 0

η′i(∞) = CV ((WHV )−1WHAV )i−1(WHV )−1WHb

= CV (WHAV )m−1WHb = CAm−1b.

Remark 2.2.5. 这里还有一些变体，但都是 Krylov 子空间理论和各种算法的应用，因此不再赘述。



第三章 针对非线性系统的降阶模型

3.1 非线性动力系统

考虑非线性模型
d

dt
u(t) = Au(t) + f(u(t))

采用基于 Galerkin 投影的降阶模型，记状态近似 u ≈ V q(t)，其中 V ∈ CN×k，可以得到

d

dt
q(t) = V HAV q(t) + V Hf(V q(t))

其中线性部分 Ar = V HAV ∈ Ck×k，非线性部分 V Hf(V q(t)) 的计算量仍然与 N 成正比，需要额

外的一层近似来确保简化后的非线性方程组计算量与 N 无关，常见的方法包括线性化方法和超级

缩减方法（Hyper-reduction approaches）。

3.2 轨迹分段线性方法

最简单的做法是对非线性函数进行线性近似

f(u(t)) ≈ f(u1) +∇f(u1)(u(t)− u1)

我们可以选取多个点进行线性近似，然后进行加权组合

f(u(t)) ≈
s∑

i=1

wi(ui) (f(ui) +∇f(ui)(u(t)− ui))

其中权重
∑s

i=1wi(ui) = 1，就可以得到轨迹分段线性方法 (Trajectory Piecewise Linear Method)：

d

dt
u(t) = Au(t) + f(u(t)) ≈ Au(t) +

s∑
i=1

wi(ui) (f(ui) +∇f(ui)(u(t)− ui))

此时降阶模型即

d

dt
q(t) = V HAV q(t) +

s∑
i=1

w̃i(q(t))
(
V Hf(ui) + V H∇f(ui)(V q(t)− ui)

)
对应权重函数满足

s∑
i=1

w̃i(q(t)) = 1

这里涉及到几个实现细节：

1. 线性化点的选取：基于高维模型的轨迹选取，点的间隔足够远；

2. 低维子空间的基底 V 的选取：POD 或者其他方式；

18



第三章 针对非线性系统的降阶模型 19

3. 权重函数的选取，一种参考做法为：

w̃i(q(t)) =
exp

(
−βd2

i

d2

)
∑s

i=1 exp
(
−βd2

i

d2

) ,
其中 di = ‖q(t)− (V HV )−1V Hui‖2，d = min{di}。

Remark 3.2.1. 这种做法虽然简单，但是有很多实现细节需要调整，例如线性化点的选取非常重要，
而且要求可以从高维模型中获取雅可比矩阵。

3.3 离散经验插值方法 (DEIM)

回到非线性项的近似问题

V H︸︷︷︸
k×N

f(V q(t))︸ ︷︷ ︸
N×1

计算复杂度 O(2kN)。我们可以挑选若干索引 φ1, . . . , φm 进行近似

V H︸︷︷︸
k×N

f(V q(t))︸ ︷︷ ︸
N×1

≈ V [φ1, . . . , φm]H︸ ︷︷ ︸
k×m

f(V q(t))[φ1, . . . , φm]︸ ︷︷ ︸
m×1

这样可以把计算复杂度降低为 O(2km)。定义掩码矩阵

P :=
[
eφ1

. . . eφm

]
∈ CN×m.

可得

V Hf(V q(t)) ≈ V HPPHf(V q(t))

其中 PHf(V q(t)) 实际只需要计算 f 的 m 个分量，如果 f(u) 的计算是逐个分量进行的，那么还可

以整理为

PHf(V q(t)) = f(PHV q(t))

此时只需要计算 V q(t) 的 m 个分量。

现在的问题是如何选取掩码矩阵 P：假设 f 也可以在一个低维空间中近似，选取基底

Vf =
[
u1 . . . um′

]
∈ CN×m′

对应的低维近似为

f(V q(t)) ≈ Vffr(t), fr(t) ∈ Cm′

低维近似 fr(t) 可以通过投影获得：

1. 最直接的做法是正交投影
V H
f (f − Vffr) = 0

可以解得

fr = (V H
f Vf )

−1V H
f f

2. 也可以通过基于掩码矩阵的斜投影获得：给定 P ∈ CN×m 以及任意的 f ∈ CN，要求

PHf = PHVffr,

可以在广义逆的意义下解得（m 和 m′ 可能未必相等，例如 m ≥ m′ 使用更多的索引）

fr = (PHVf )
†PHf
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虽然正交投影可以到达最优的 L2 投影误差，但是基于掩码矩阵的斜投影具有计算量小的独特优势。

我们希望选取掩码矩阵 P，使得斜投影误差

f − Vffr = f − Vf (P
HVf )

†PHf

尽可能小。基于贪心算法的 DEIM 算法流程见 1（取 m = m′）。

Algorithm 1: Discrete empirical interpolation method (DEIM)
Input: {uℓ}mℓ=1 ⊂ Cn linearly independent.
Output: φ⃗ =

[
φ1, . . . , φm

]⊤
. φi ∈ {1, . . . , n}

1 [|ρ|, φ1] = max{|u1|};
2 V1 =

[
u1

]
, P1 =

[
eφ1

]
;

3 for ℓ = 2 to m do
4 Solve (PH

ℓ−1Vℓ−1)α = PH
ℓ−1uℓ for α ∈ Cm;

5 Compule the residual rℓ:

rℓ = uℓ − Vℓ−1α = uℓ − Vℓ−1(P
H
ℓ−1Vℓ−1)

−1PH
ℓ−1uℓ

6 [|ρℓ|, φℓ] = max{|rℓ|};
7 Vℓ =

[
Vℓ−1 uℓ

]
, Pℓ =

[
Pℓ−1 eφℓ

]
;

8 end

Theorem 3.3.1. 对于任意向量 f ∈ CN 以及正交基底 Vf ∈ CN×m，使用 DEIM 算法选取
掩码矩阵 P，可以得到

f̂ = Vf (P
HVf )

−1PHf.

近似误差满足

‖f − f̂‖2 ≤
∥∥(PHVf )

−1
∥∥
2
‖(I − VfV

H
f )f‖2

其中 ‖(I − VfV
H
f )f‖2 是最优的 L2 投影误差，系数

∥∥(PHVf )
−1
∥∥
2
有上界∥∥(PHVf )

−1
∥∥
2
≤ (1 +

√
2N)m−1‖u1‖−1

∞



第四章 数据驱动的降阶模型

4.1 谱分解

考虑线性常微分方程组
d

dt
u(t) = Au(t).

假设方阵 A ∈ CN×N 有完备的特征系统

Avk = λkvk, k = 1, 2, . . . , N

那么可以展开 u(t)

u(t) =
N∑

k=1

ak(t)vk.

代入可得
d

dt
ak(t) = λkak(t), =⇒ ak(t) = ak(0)e

λkt.

考虑离散时间的线性常微分方程

u(m+ 1) = Au(m)

同理可得

u(m) =
N∑

k=1

ak(m)vk

代入可得

ak(m+ 1) = λkak(m), =⇒ ak(t) = ak(0)λ
m
k .

4.2 Koopman 算子

Koopman 算子部分参考 Brunton, Steven L. “Notes on koopman operator theory”. Uni-
versität von Washington, Department of Mechanical Engineering, Zugriff 30 (2019).

4.2.1 连续时间系统

考虑连续时间的非线性模型

d

dt
u = f(u), u ∈M ⊂ CN

其中M 是 CN 空间中的一个流形。

21
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定义算子（参数 t ≥ 0）

Ft : u(t0) 7→ u(t0 + t) = u(t0) +

∫ t0+t

t0

f(u(τ)) dτ

显然算子的复合满足如下关系

Ft+s = Ft ◦ Fs = Fs ◦ Ft

因此，集合 {Ft}t≥0 在算子复合运算下构成半群。

考虑由观测函数 g :M→ C 全体构成的空间 S，定义（连续时间系统）Koopman 算子

Kt : S→ S, Kt g := g ◦ Ft

其中 ◦ 是算子复合，那么

g(u(t0 + t)) = g ◦ Ft(u(t0)) = Kt(g(u(t0)))

显然 Koopman 算子是线性算子

Kt(c1g + c2h) = (c1g + c2h) ◦ Ft = c1g ◦ Ft + c2h ◦ Ft = c1Ktg + c2Kth

并且构成半群

Ks+tg = g ◦ Ft+s = g ◦ (Ft ◦ Fs) = (g ◦ Ft) ◦ Fs = Kt(g ◦ Fs) = KsKtg

- Note 4.2.1. Koopman 算子是无限维线性算子，即使 f 是非线性的，这也是 Koopman 算子理论
的核心思想：把非线性系统转换为线性系统，代价是问题从有限维变成了无限维。 �

对 Ktg 在 t = 0 求导以定义算子 K

K : S→ S, Kg :=
dKtg

dt

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

Ktg − g
t

= lim
t→0

g ◦ Ft − g
t

.

可以得到 g 所对应的方程

d

dt
g(u(t0 + t))

∣∣∣∣
t=0

=
d(Ktg(u(t0)))

dt

∣∣∣∣
t=0

= K(g(u(t0)))

K 被称为 {Kt} 的无穷小生成元，简写为

d

dt
g = Kg.

定义满足如下方程的非零观测函数 φ 和复数 λ 为（连续时间系统）Koopman 特征函数和特征
值

d

dt
φ(u) = K(φ(u)) = λφ(u)
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根据链式法则可得
d

dt
φ(u) = ∇φ(u) · du

dt
= ∇φ(u) · f(u)

因此（连续时间系统）Koopman 特征函数 φ 和特征值 λ 的获取需要求解如下方程

∇φ(u) · f(u) = λφ(u)

Proposition 4.2.1. 对于 Koopman 特征函数 φ 和特征值 λ，有如下性质

Ktφ(u(t0)) = φ(u(t0 + t)) = eλtφ(u(t0)).

Proposition 4.2.2. 考虑连续时间系统的 Koopman 算子 Kt，如果 (λ1, φ1) 和 (λ2, φ2) 是

两个 Koopman 特征函数以及对应特征值，那么 (λ1 + λ2, φ1φ2) 也是 Koopman 特征函数以
及对应特征值。

Proof. 验证即可

K(φ1(u)φ2(u)) = φ1(Fu)φ2(Fu) = eλ1teλ2tφ1(u)φ2(u) = e(λ1+λ2)tφ1(u)φ2(u)

Example 4.2.1. 考虑非线性系统

du

dt
= f(u) = −u− u3, u ∈ C.

Koopman 算子

Kt(g(u(t0))) = g ◦ Ft(u(t0)) = g

(
u(t0) +

∫ t0+t

t0

f(u(τ))dτ

)
Koopman 特征函数和特征值满足

dφ

dt
= φ′(u) · f(u) = φ′(u) · (−u− u3) = λφ(u).

可以解得

φk(u) =

(
u√

1 + u2

)k

, λk = −k, k = 1, 2, . . .

4.2.2 离散时间系统

考虑离散时间的非线性模型

u(m+ 1) = F (u(m)), u ∈M ∈ CN .

记算子复合为 Fm(u) = F (Fm−1(u))，显然有 u(m) = Fm(u(0))。

考虑由观测函数 g :M→ C 全体构成的空间 S，定义（离散时间系统）Koopman 算子

K∆t : S→ S, K∆tg := g ◦ F

其中 ◦ 是算子复合，那么

g(u(k +m)) = g ◦ Fm(u(k)) = Km
∆t(g(u(k)))
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定义满足如下方程的非零观测函数 φ 和复数 λ 为（离散时间系统）Koopman 特征函数和特征
值

φ(u(k + 1)) = K∆t(φ(u(k))) = λφ(u(k))

（离散时间系统）Koopman 特征函数 φ 和特征值 λ 的获取需要求解如下方程

K∆t(φ(u)) = λφ(u)

Proposition 4.2.3. 对于 Koopman 特征函数 φ 和特征值 λ，有如下性质

Kk
∆tφ(u(m)) = φ(u(m+ k)) = λkφ(u(m)).

Proposition 4.2.4. 考虑离散时间系统的 Koopman 算子 K∆t，如果 (λ1, φ1) 和 (λ2, φ2) 是

两个 Koopman 特征函数以及对应特征值，那么 (λ1λ2, φ1φ2) 也是 Koopman 特征函数以及
对应特征值。

Proof. 验证即可

K∆t(φ1(u)φ2(u)) = φ1(Fu)φ2(Fu) = (λ1λ2)φ1(u)φ2(u)

Example 4.2.2. 考虑线性模型

u(k + 1) = F (u(k)) = Au(k), u(k) ∈ CN .

Koopman 算子
K∆t(g(u(k))) = g(F (u(k))) = g(Au(k)).

Koopman 特征函数和特征值满足

K∆tφ(u) = φ(Au) = λφ(u)

A ∈ CN×N 的特征值和左特征向量满足

wH
j A = λjw

H
j .

记 φj(u) = wH
j u，代入可得

K∆tφj(u) = φj(Au) = wH
j Au = λjw

H
j u = λjφj(u).

因此，Koopman 特征函数和特征函数包括

(λj , φj(u) := wH
j u)

根据前一个命题，还有其他的 Koopman 特征函数，例如

(λiλj , φij(u) := (wH
i u)(w

H
j u))
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4.3 Koopman 模态

给定 Koopman 算子的特征函数 {φj}∞j=1 以及对应的特征值 {λj}∞j=1，如果观测函数 g 可以展

开为

g =
∞∑
j=1

vj(g)φj(u),

其中的系数 vj(g) ∈ C 被称为与观测函数 g 相关的 Koopman 模态。由于 Koopman 算子是线性算
子，利用观测函数 g 的展开式和 Koopman 特征函数的性质可得：

1. 对于连续时间系统，由于 Ktφj = eλjtφj，有

Ktg =
∞∑
j=1

eλjtφjvj(g).

2. 对于离散时间系统，由于 Km
∆tφ = λm

j φj，有

Km
∆tg =

∞∑
j=1

λm
j φjvj(g).

前面讨论的观测函数都是标量函数 g :M→ C，我们可以取

g(i)(u) = ui

直接提取状态的分量，进而组合得到恒等观测函数 id(u) = u。记恒等观测函数 id 的 Koopman 模
态为 vj(id)（向量值），可得

1. 对于连续时间系统有

u(t) = Ktid(u(0)) =
∞∑
j=1

eλjtφj(u(0))vj(id).

2. 对于离散时间系统有

u(m) = Km
∆tid(u(0)) =

∞∑
j=1

λm
j φj(u(0))vj(id).

Example 4.3.1. 考虑非线性系统

d

dt
u = F (u) =

[
µ1u1

µ2(u2 − u21).

]
, u =

[
u1

u2

]
∈ C2.

Koopman 算子的无穷小生成元

K = µ1u1
∂

∂u1
+ µ2(u2 − u21)

∂

∂u2

包括如下 Koopman 特征函数和特征值

λ1 = µ1, φ1(u) = u1

λ2 = µ2, φ2(u) = u2 +
µ2

2µ1 − µ2

u21

λ3 = 2µ1, φ3(u) = u21
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可以得到恒等算子的分解如下

id = φ1

[
1

0

]
+ φ2

[
0

1

]
+ φ3

[
0

− µ2

2µ1−µ2

]

因此

u(t) = eλ1tφ1(u(0))

[
1

0

]
+ eλ2tφ2(u(0))

[
0

1

]
+ eλ3tφ3(u(0))

[
0

− µ2

2µ1−µ2

]

= eµ1tu1(0)

[
1

0

]
+ eµ2t

(
u2(0) +

µ2

2µ1 − µ2

u1(0)
2

)[
0

1

]
+ e2µ1tu1(0)

2

[
0

− µ2

2µ1−µ2

]

=

 eµ1tu1(0)

eµ2t
(
u2(0) +

µ2

2µ1−µ2
u1(0)

2
)
− e2µ1tu1(0)

2 µ2

2µ1−µ2



Example 4.3.2. 考虑线性模型

u(m+ 1) = F (u(m)) = Au(m), u(m) ∈ CN .

记 A 的特征值和左右特征向量为

wH
j A = λjw

H
j , Avj = λjvj ,

不妨假设满足 wH
j vj = δij。Koopman 算子的特征值和特征函数包括

λj , φj(u) = wH
j u.

恒等算子可以分解为

id =
N∑
j=1

vjφj .

因此

u(m) = Km
∆xid(u(0)) =

N∑
j=1

λm
j vjφj(u(0)). =

N∑
j=1

λm
j vjw

H
j u(0).

4.4 Koopman 算子的有限维近似

考虑观测函数 g 组成的函数空间 S 的 N 维子空间 SN ⊂ S，不妨设基底为

Ψ =
[
ψ1 ψ2 · · · ψN

]
, SN = span(Ψ)

定义到 SN 的投影映射

Π : S→ SN , Π(g) := ΨΓ(g)

其中 Γ(g) ∈ CN 表示提取投影在每一个基上的系数。

对于 Koopman 算子 K，可以自然地限制在 SN 上，定义

KN = ΠK|SN
: SN → SN , KNg := ΠKΠg = ΨΓKΨΓg
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可以用 KN 来近似 K。定义
K : CN → CN , Ka := ΓKΨa

矩阵 K ∈ CN×N 是 KN 的矩阵表示形式，被称为系统的 Koopman 矩阵，a ∈ CN 是观测函数在给

定基底下的系数表示。Koopman 矩阵的含义为 Koopman 算子在观测函数有限子空间 SN 的基底

Ψ 下对观测函数的作用

a(m+ 1) = Ka(m)

4.5 动力学模态分解（DMD）

动力学模态分解（DMD）是一种数据驱动的方法，从时空数据集中提取动态模式，典型应用
情景是流体力学中的非定常流场模态分析。

假设已有大量的均匀时间序列对应的状态数据

u(t0),u(t1),u(t2), . . . ,u(tn)

其中时间 tm = m∆t，状态 u ∈ CN 为 N 维向量（例如在所有网格点上的取值）。记 u(m) = u(tm)

将其视作离散系统，Koopman 算子为

Kg(u(m)) = g(u(m+ 1))

定义获取 u 的第 j 个分量的观测函数

ψj :M→ C, ψj(u) := uj .

记分量取值函数全体张成的有限维空间为 SN（N 为分量个数），显然分量取值函数全体可以构造

SN 的一个基底。（显然有 id ∈ SN）

动力学模态分解（Dynamic model decomposition）的核心思想为：希望获取近似的 Koopman
矩阵 K ∈ CN×N，使得

u(m+ 1) ≈ Ku(m), m = 1, 2, . . . , n− 1

定义矩阵

X =
[
u(0) u(1) · · · u(n− 1)

]
∈ CN×n, Y =

[
u(1) u(2) · · · u(n)

]
∈ CN×n.

问题归结为矩阵方程的近似求解：寻找“最合适的”矩阵 K ∈ CN×N，使得

Y ≈ KX

这个问题其实仍然是不明确的，因为“最合适”并没有一个明确的含义。如果默认最小二乘意义下，

寻找矩阵 K ∈ RN×N，使得

K = arg min
B∈RN×N

‖Y −BX‖2F

可以使用 Moore–Penrose 广义逆给出解

K = Y X† = Y V Σ−1UH ∈ CN×N , (X = UΣV H)

这里需要的 SVD 分解代价与数据规模有关，但是只需要计算一次即可，实际上我们还需要完整地
求解 K 的特征系统。
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Remark 4.5.1. 这里和语言大模型对数据的处理很类似，拟合的模型都是基于当前状态预测下一个
状态。

假设已经得到 Koopman 矩阵 K，那么相当于得到近似的线性系统

u(m+ 1) = Ku(m)

可以得到显式解

u(m) =
N∑
j=1

λm
j vj w

H
j u(0)

其中 λj 和 wj ,vj 是 K 的特征值和左右特征向量。（实践中可以舍弃不重要的部分，不需要进行完

整的 N 项求和）

这里描述的 DMD 没有涉及到数据的降维操作，实践中直接计算并不合适，算法不够稳定，可
以加上一些截断和投影操作，舍弃不重要的部分。例如对 X 的 SVD 分解加上低秩截断，得到

X = UΣV H ≈ UrΣrV
H
r =: Xr.

也可以解释为向 span(Ur) 投影，对 Y 也可以投影到 span(Ur)，得到

Y ≈ UrU
H
r Y =: Yr.

那么

K ≈ Kr := YrX
†
r = UrU

H
r Y VrΣ

−1
r UH

r

可以利用基底 Ur 缩小线性系统的规模（u ≈ Urũ）

ũ(m+ 1) = K̃rũ(m), K̃r = UH
r Y VrΣ

−1
r ∈ Cr×r

这里得到的是离散时间推进矩阵。若快照间隔为 ∆t，在选定适当对数分支且矩阵对数存在时，连

续生成元可写为 log(K̃r)/∆t；相应的连续增长率为 log(λ)/∆t。这里还涉及到对特征值和特征向量
的具体计算，还有一些近似的变体，这里不再赘述。

动力学模态分解适合处理的是近似线性系统，不适合处理强非线性系统。可以进行一些修改，

调整观测函数子空间的基函数，例如引入非线性的傅里叶函数，多项式函数等，进而得到扩展的动

力学模态分解。相应地，需要修改 X 和 Y 的定义：

X =
[
a(0) a(1) · · · a(n− 1)

]
∈ CN ′×n, Y =

[
a(1) a(2) · · · a(n)

]
∈ CN ′×n.

其中 a(m) ∈ CN ′
是 u(m) 在观测函数子空间 SN ′ 的固定基底下的系数表示。假设已经得到

Koopman 矩阵 K，那么相当于得到近似的线性系统

a(m+ 1) = Ka(m)

可以得到显式解

a(m) =
N∑
j=1

λm
j vj w

H
j a(0)

其中 λj 和 wj ,vj 是 K 的特征值和左右特征向量。

- Note 4.5.1. 通过 Koopman 算子理论来解释 DMD 实在是太绕了，如果不考虑 Koopman 算子理
论，完全可以用更简单直接的线性代数语言叙述。 �



附录 A 数值线性代数基础

A.1 奇异值分解

Theorem A.1.1 (Singular Value Decomposition (SVD)). 给定矩阵 A ∈ CN×M，存在两个

酉方阵 U ∈ CN×N , V ∈ CM×M，使得

A = UΣV H

其中 Σ ∈ RN×M 是对角矩阵，对角线元素为

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σmin(N,M) ≥ 0.

称 {σi} 为矩阵 A 的奇异值，U, V 的列向量分别为 A 的左奇异向量和右奇异向量

U =
[
u1 u2 . . . uN

]
, V =

[
v1 v2 . . . vM

]
.

如果记 rank(A) = r，那么显然有 σr > 0 以及 σr+1 = · · · = σN = 0。定义

Ur =
[
u1 u2 . . . ur

]
∈ CN×r, Vr =

[
v1 v2 . . . vr

]
∈ CM×r.

以及 Σr = diag(σ1, . . . , σr)，可以得到精简的 SVD 表示

A = UrΣrV
H
r .

也可以把矩阵 A 展开为 r 个秩一矩阵的和

A =
r∑

i=1

σiuiv
H
i .

Proposition A.1.2. 对于矩阵 A ∈ CN×M，以及 k < r = rank(A)，如果 σk(A) > σk+1(A)，

那么下面两个最优化问题

min
rank(X)≤k

‖A−X‖2, min
rank(X)≤k

‖A−X‖F .

均在 X = Ak =
∑k

i=1 σiuiv
H
i 取到最优解：

min
rank(X)≤k

‖A−X‖2 = ‖A−Ak‖2 = σk+1(A),

min
rank(X)≤k

‖A−X‖F = ‖A−Ak‖F =

√√√√ r∑
i=k+1

σi(A)2.

如果 σk(A) = σk+1(A)，那么最优解不唯一。

29
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A.2 关于 SVD 低秩截断

对于矩阵的 SVD 截断是一个常见的低秩近似操作：设矩阵 A ∈ Rm×n 的精简 SVD 分解为

A = UrΣrV
T
r .

取前 k 个主要奇异值可以得到低秩近似

A ≈ Ak = UkΣkV
T
k .

可以从几个不同的角度来理解 SVD 截断操作的含义：

1. 如果把 A 理解为矩阵整体，一个直接的问题就是低秩矩阵近似

min{‖A−B‖F | rank(B) ≤ k}.

可以证明 Ak = UkΣkV
T
k 是这个问题的解

‖A− UkΣkV
T
k ‖F = min{‖A−B‖F | rank(B) ≤ k}

如果 σk > σk+1，解还是唯一的。

2. 如果把 A 理解为向量组 A =
[
a1 a2 · · · an

]
，一个直接的问题就是寻找 k 维子空间 Vk，

使得所有向量都差不多落在这个子空间中（投影误差和最小）

min{‖A− UUTA‖F | UTU = Ik}

可以证明 U = Uk 是这个问题的解：因为 rank(UUTA) ≤ k，化归到上面讨论的问题

‖A− UUTA‖F ≥ ‖A− UkΣkV
T
k ‖F

令 U = Uk 即可取到等号

UUTA = UkU
T
k A = UkΣkV

T
k .

Remark. 其实还有一些变体，例如求子空间使得保留的能量最大化

max{‖QTA‖F | QTQ = Ik}

此时的解仍然可以令 Q = Uk 取到。
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