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1 Krylov 子空间迭代方法

主要参考 矩阵计算/数值线性代数-潘建瑜。

1.1 子空间迭代方法

子空间迭代方法是求解大型（稀疏）线性方程组的一类方法，相比只能求解对称正定问题的共

轭梯度法等，子空间迭代方法对方阵没有额外要求，只要方阵非奇异。子空间迭代方法的基本思想

是降维：在一个子空间序列中寻找精确解的最优近似，主要过程可以分解为下面的三步:

1. 寻找合适的低维子空间；

2. 在该子空间中求（在某种意义下的）最优近似解；

3. 如果这个最优近似解满足精度要求，计算终止；否则回到第一步，构造一个更大的子空间。

这里存在两个关键问题：

• 如何选择和更新子空间？目前较为成功的，也是普遍采用的方案是 Krylov 子空间。

• 在给定的子空间中，如何定义和求解最优近似解？不同的选择标准，分别对应不同的具体算
法，大致分为残量最小化和残量正交化两类。

Remark. 子空间迭代方法在求解大型（稀疏）矩阵的特征值问题中也有广泛的应用，这里不做讨论。

1.2 Krylov 子空间

Definition 1.1 (Krylov 子空间). 设 A ∈ Rn×n，r ∈ Rn，由 A 和 r 生成的第 m 个 Krylov
子空间为：

Km = Km(A, r) = span{r,Ar, . . . , Am−1r} ⊂ Rn, m = 1, 2, . . . ,

Krylov 子空间显然有如下性质

Proposition 1.1.

• Krylov 子空间序列具有嵌套关系：Km ⊂ Km+1
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• Km = {p(A) r : p(x) ∈ Pm−1(x)}，其中 Pm−1 代表次数不超过 m− 1 的多项式。

事实上，只有前几个 Krylov 子空间是真包含关系，那么

1. 记 A 的特征多项式为 φA，deg(φA) = n，由 Cayley-Hamilton 定理可得：φA(A) = O，因此

Kn =
⋃∞

m=1Km；

2. 记 A 的极小多项式为 dA，deg(dA) ⩽ n，由 dA(A) = 0 可得 Kdeg(dA) =
⋃∞

m=1Km；

3. 记 A关于 r的极小多项式为 dA,r，deg(dA,r) ⩽ deg(dA) ⩽ n，由 dA,r(A)r = 0可得 Kdeg(dA,r) =⋃∞
m=1Km。

有如下结论：

Proposition 1.2. 对于 Krylov 子空间序列 {Km = Km(A, r),m = 1, 2, · · · }：

1. 当且仅当 m ⩽ deg(dA,r)，{r,Ar,A2r, · · · , Am−1r} 线性独立；

2. Kdeg(dA,r)(A, r) 是一个 A 不变子空间；

3. Kdeg(dA,r)(A, r) 是 Krylov 子空间序列中的最大子空间，或者称 Krylov 子空间序列在第
deg(dA,r) 项终止；

4. 对于非零向量 r，Krylov 子空间的维度为

dim(Km) = rank(
[
r Ar · · · Am−1r

]
) = min(m, deg(dA,r))

5. 前几个 Krylov 子空间之间是真包含关系，后续的 Krylov 子空间都是同一个空间

K1 ⊊ K2 ⊊ · · · ⊊ Kdeg(dA,r) = Kdeg(dA,r+1) = · · ·

Remark. Krylov子空间序列最终充满整个 Rn 空间 ⇐⇒ deg(dA,r) = n，易知 dA,r|dA 以及 dA|φA，

因此这个要求非常强：首先，A 需要保证 dA = φA，这等价于 A 的 Jordan 分解的几何重数均为 1，

即每个特征值只能对应一个 Jordan 块；其次，r 还需要保证 dA,r = dA。

Proposition 1.3. 对于方阵 A ∈ Rn×n，记特征多项式为 φA，极小多项式为 dA，那么

A可逆 ⇐⇒ φA(0) ̸= 0 ⇐⇒ dA(0) ̸= 0

Proof. 显然，因为两边都等价于 0 不是 A 的特征值。

一般的化零多项式可以给出可逆性的充分条件。

Proposition 1.4. 对于方阵 A ∈ Rn×n，记 A 的一个化零多项式为

d(x) =
m∑
i=0

cix
i,

那么

c0 ̸= 0 =⇒ A可逆
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在 c0 ̸= 0 时，可以给出 A−1 的具体构造

A−1 = −
m∑
i=1

ci
c0
Ai−1

由此可以得到如下推论：

Corollary 1.5. 设 A 可逆，对于线性方程组问题 Ax = b，那么

x = A−1b ∈ Km(A, b), m = deg(dA,b)

也可以充分利用初值的信息，求解相对于初值的偏移量问题：

Corollary 1.6. 设 A 可逆，对于线性方程组问题 Ax = b，任取初值 x0，对应的残量为

r0 = b−Ax0，考虑偏移量 y = x− x0 满足的线性方程组

Ay = b−Ax0 = r0

那么

y = A−1r0 ∈ Km(A, r0), m = deg(dA,r0)

Remark. 这两个推论为下文的 Krylov 子空间迭代法提供了理论保证，在实际的计算过程中还需要
考虑数值误差的影响。

Remark. 本文主要考虑基于初值残量生成的 Krylov 子空间 Km = Km(A, r0)，其中 r0 = b − Ax0。

有的资料中主要考虑 Km(A, b)，可以将其视作使用零向量作为初值的情形。

Remark. 对于某些问题（计算更一般的 f(A)b）也会考虑扩展的 Krylov 子空间（extended Krylov
Subspace）

Kext
m = Km(A, r0) +Km(A−1, r0).

1.3 正交基构造

1.3.1 Arnoldi 过程

在使用 Krylov 子空间的前提下，我们还需要解决如下问题：

1. 寻找 Km 的一组合适的基 v1, v2, . . . , vm；（最好是单位正交基）

2. 求出最优近似在这组基下的系数表示。

显然 Km 有一组最简单的基: {r,Ar,A2r, · · · , Am−1r}，但是这不是正交基，稳定性得不到保
证。可以通过 Gram-Schmidt 正交化获得对应的一组正交基，这就是 Arnoldi 过程（算法 1）。

Remark. 数值实验表明，这些基的正交化在实际计算中可能很快就会损失掉，可以使用重正交化技
术避免，也就是再重复执行一次 Gram-Schmidt 正交化。

下面推导 Arnoldi 过程的矩阵表示，暂时不考虑 Arnoldi 过程的提前中断情况。

Avj − h1,jv1 − · · · − hj,jvj = hj+1,jvj+1
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Algorithm 1: Arnoldi 过程（MGS）
Input: 方阵 A ∈ Rn×n，向量 r ∈ Rn，m ∈ N
Output: 单位正交基 Vm+1 = [v1, . . . , vm+1] ∈ Rn×(m+1)，Hessenberg 矩阵

Hm+1,m ∈ R(m+1)×m

1 v1 ← r/∥r∥;
2 for j = 1 to m do
3 w ← Avj ;
4 for i = 1 to j do
5 hi,j ← (vi, w); w ← w − hi,jvi;
6 end
7 hj+1,j ← ∥w∥;
8 if hj+1,j = 0 then
9 break;

10 end
11 vj+1 ← w/hj+1,j ;
12 end

即

Avj =
[
v1 · · · vj+1

]
h1,j

...
hj+1,j

 =
[
v1 · · · vm+1

]


h1,j

...
hj+1,j

0
...
0


= Vm+1Hm+1,m(:, j)

其中

Vm+1 =
[
v1 v2 · · · vm vm+1

]
∈ Rn×(m+1)

Hm+1,m =



h1,1 h1,2 h1,3 · · · h1,m

h2,1 h2,2 h2,3 · · · h1,m

h3,2 h3,3 · · · h1,m

. . . . . . ...
. . . hm,m

hm+1,m


∈ R(m+1)×m

因此

AVm = Vm+1Hm+1,m

为了记号的方便，定义

Hm = Hm+1,m(1 : m, 1 : m) ∈ Rm×m

则有

Vm+1Hm+1,m =
[
Vm vm+1

] [ Hm

hm+1,meT
m

]
= VmHm + hm+1,mvm+1e

T
m
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其中 em = [0, . . . , 0, 1]T ∈ Rm，因此整理得到

AVm = Vm+1Hm+1,m = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m (1)

对上式左乘 V T
m 可得（注意到 V T

mVm = I 以及 V T
mvm+1 = 0）

V T
mAVm = Hm (2)

公式 1 和 2 是 Arnoldi 过程的两个重要性质。

图 1: 公式 1 的示意图

如果 Arnoldi 过程提前中断，不妨记作 hk+1,k = 0，则有

AVk = VkHk

这表明 AKk ⊂ Kk，即 Kk 是一个 A 不变子空间，此时已经达到了最大的 Krylov 子空间。Arnoldi
过程的提前中断在数值求解算法中是一个非常受欢迎的情况，考虑到数值误差的存在，实际的判据

可能是 |hk+1,k| < ε 足够小，也可能直接忽略提前中断的情况。

Remark. Arnoldi 过程最早用于经典 Arnoldi 算法中，被用来近似求解大型（稀疏非对称）方阵的
少数几个特征对：使用 Arnoldi 过程得到 Hm 满足等式

AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m

求解 Hm 的特征对 (µ, y) 满足 Hmy = µy，那么

AVmy = VmHmy + hm+1,mvm+1e
T
my

因此

∥A(Vmy)− µ(Vmy)∥ = |hm+1,m||vm+1e
T
my|

如果右端项足够小，那么 (µ, Vmy) 就可以作为 A 的近似特征对。

1.3.2 Lanczos 过程

如果 A是对称方阵，那么上述 Arnoldi过程具有更特殊的形式，又称为 Lanczos过程（算法 2）。

Proposition 1.7. 若 A 为对称方阵，那么 Hm 为对称的三对角方阵，此时习惯将 Hm 记作
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Tm

Tm =


α1 β1

β1 α2
. . .

. . . . . . βm−1

βm−1 αm


对应的公式为

AVm = VmTm + βmvm+1e
T
m (3)

正交化步骤具有三项递推公式形式（补充 v0 = 0 和 β0 = 0）

Avj − βj−1vj−1 − αjvj = βjvj+1

Proof. Arnoldi 过程保证 Tm = Hm 是一个 Hessenberg 方阵，由于 Tm = V T
mAVm 仍然是一个对称

方阵，因此它是一个对称的三对角方阵。

Algorithm 2: Lanczos 过程
Input: 对称方阵 A ∈ Rn×n，向量 r ∈ Rn，m ∈ N
Output: 单位正交基 Vm+1 = [v1, . . . , vm+1] ∈ Rn×(m+1)，Hessenberg 矩阵

Hm+1,m ∈ R(m+1)×m

1 v0 ← 0, β0 ← 0;
2 v1 ← r/∥r∥;
3 for j = 1 to m do
4 w ← Avj ;
5 αj ← (vj , w);
6 w ← w − βj−1vj−1 − αjvj ;
7 βj ← ∥w∥;
8 if βj = 0 then
9 break;

10 end
11 vj+1 ← w/βj ;
12 end

Remark. 由于 Tm = V T
mAVm，如果 A 对称正定，那么 Tm 显然也是对称正定的。通常 Vm 不是方

阵，因此这个结论反过来不成立。

1.4 最优近似

接下来的工作是寻找在给定的 Krylov 子空间下的最优近似，为了充分利用迭代初值信息，我
们在如下仿射空间中寻找最优近似。

x0 +Km = {x0 + z : z ∈ Km}

Krylov 子空间算法的基本框架如下（算法 3）：对于线性方程组 Ax = b，



1 KRYLOV 子空间迭代方法 7

1. 令 m = 1，选取迭代初值 x0，计算初值对应的残量 r0 = b−Ax0；

2. 定义 Krylov 子空间 Km = Km(A, r0)；

3. 在仿射空间 x0 +Km 寻找原问题的最优近似解，记作 xm；

4. 如果满足迭代终止条件，则返回 xm；否则令 m = m+ 1，回到第二步。

关于上述流程的补充说明：

1. 在第二步通常会附带 Km 的正交基构造，由于 Krylov 子空间具有嵌套关系，只需要计算 vm

即可；

2. 在第三步中通常不需要显式地解出 xm 就可以判定是否达到精度要求（通常是对残量的要求），

只需要在迭代退出时解出对应的 xm 即可。

Remark. 从计算效率的角度考虑，我们并不需要在每次增大 Krylov 子空间后求解最优近似，而是
可以在生成一个足够大的 Krylov 子空间 Km 之后求解即可，也可以在每次增大 Krylov 子空间后
计算残量 rm，仅在残量足够小时终止并求解 xm。

Algorithm 3: Krylov 子空间算法的基本框架
Input: 方阵 A ∈ Rn×n，右端向量 b ∈ Rn，迭代初值 x0 ∈ Rn

Output: 最优近似解 x̃

1 r0 ← b−Ax0;
2 v1 ← r0/∥r0∥;
3 求解最优近似解 x1 ∈ x0 +K1 = x0 + span(v1);
4 if x1 满足精度要求 then
5 x̃← x1；break;
6 end
7 for m = 2 to n do
8 调用 Arnoldi 过程（算法 1）或 Lanczos 过程（算法 2）计算基向量 vm;
9 求解最优近似解 xm ∈ x0 +Km = x0 + span(v1, . . . , vm);

10 if xm 满足精度要求 then
11 x̃← xm；break;
12 end
13 end

为了完成算法，我们必须给出“最优近似解”的严格定义, 不同的定义会导出不同的算法。记
精确解为 x∗，一个最简单直接的想法是误差最小化 ∥xm − x∗∥，但是这通常难以实现，因为 x∗ 未

知。常见的做法包括残量最小化和残量正交化两类：

1. 残量最小化 ∥rm∥ = ∥b−Axm∥

(a)（A 对称不定）极小残量法（MINRES）

(b)（A 非对称）广义极小残量法（GMRES）

2. 残量正交化 rm = b−Axm ⊥ Km
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(a)（A 对称正定）共轭梯度法（CG）

(b)（A 对称不定）SYMMLQ 方法

(c)（A 非对称）完全正交方法（FOM）

其中 GMRES 算法是 MINRES 算法在非对称情形下的推广，共轭梯度法可以同时视作采用多种最
优近似解的定义：（相互等价）

1. 残量正交化 rm = b−Axm ⊥ Km；

2. 误差加权最小化 ∥xm − x∗∥A；

3. 残量加权最小化 ∥rm∥A−1 = ∥b−Axm∥A−1；

这里 A 是对称正定矩阵可以保证范数 ∥ · ∥A 和 ∥ · ∥A−1 都是良定义的：

∥v∥A =
√
vTAv, ∥v∥A−1 =

√
vTA−1v.

Proposition 1.8. 残量最小化条件 ∥rm∥ = ∥b−Axm∥ 等价于如下的正交化条件

rm = b−Axm ⊥ AKm

其中 AKm = {Az : z ∈ Km}。

Proof. 设 Km 的单位正交基为 Vm，定义凸泛函

φ(y) = ∥b−A(x0 + Vmy)∥2

φ 的唯一极小值点 ym 所满足的条件为

V T
mAT(b−A(x0 + Vmy)) = 0

易知 xm = x0 + Vmym 满足残量最小化条件，同时也满足

V T
mAT(b−Axm) = 0

1.5 投影法

上一节所讨论的最优近似可以从投影法的角度重写。对于线性方程组问题 Ax = b，其中 A ∈
Rn×n，b ∈ Rn，初值 x0 ∈ Rn，投影方法的一般模型为：

find x̃ ∈ x0 +K, s.t. r = b−Ax̃ ⊥ L

其中子空间 K 称为搜索空间，子空间 L 称为约束空间。可以简单分类：

1. 若 K = L，上述约束称为 Galerkin 条件，对应正交投影；

2. 若 K ̸= L，上述约束称为 Petrov-Galerkin 条件，对应斜投影。
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为了保证解的存在唯一性，显然要求

dim(K) = dim(L) = m

通常 m≪ n。如果记 K 和 L 的一组基分别为

V =
[
v1 · · · vm

]
, W =

[
w1 · · · wm

]
那么 x̃ 可以表示为

x̃ = x0 + V y, y ∈ Rm

由正交性条件可得（记初值的残量 r0 = b−Ax0）

0 = WT(b−A(x0 + V y)) = WT(r0 −AV y)

若 WTAV 非奇异，可以解得

y = (WTAV )−1WTr0

x̃ = x0 + V (WTAV )−1WTr0

注意这只是理论上的公式，在实际计算中并不会采用上述表达式。关于 WTAV 非奇异的条件，有

如下定理可以保证：

Proposition 1.9. 若 A，K 和 L 满足下面的条件之一

1. A 对称正定，并且 L = K；

2. A 非奇异，并且 L = AK

可以保证 WTAV 非奇异。

Remark.

1. 取 L = K 对应残量正交化，代表方法包括：FOM，CG；

2. 取 L = AK 对应残量最小化，代表方法包括：MINRES，GMRES。

1.6 代表算法

1.6.1 完全正交方法（FOM）

完全正交方法（FOM）是基于残量正交化得到的非对称线性方程组的求解算法，基于之前的
Krylov 子空间算法框架，我们只需要补充使用残量正交化作为最优近似标准的计算细节。

rm = b−Axm ⊥ Km

记 x = x0 + Vmy ∈ x0 +Km，其中 y ∈ Rm，那么

0 = V T
m r = V T

m (b−Ax) = V T
m b− V T

mA(x0 + Vmy) = V T
m r0 − V T

mAVmy

利用等式 2 和 β = ∥r0∥，v1 = r0/∥r0∥ 可得

0 = V T
m r0 − V T

mAVmy = V T
mβv1 −Hmy = βe1 −Hmy
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如果 Hm 非奇异，可以解得

ym = H−1
m βe1, xm = x0 + βVmH−1

m e1

需要计算残量作为算法收敛的判据

rm = b−Axm = r0 −AVmym

= (βv1 − VmHmym)− hm+1,m(eT
mym)vm+1

= − hm+1,m(eT
mym)vm+1

∥rm∥ = hm+1,m|eT
mym| = hm+1,m|ym(m)|

最终可以得到 FOM 算法 4。以下假设 A 非奇异；若中途的 Hj 奇异，则 FOM 当前投影方程可能
无解，需要报告中断或改用 GMRES。

Algorithm 4: FOM 算法
Input: 方阵 A ∈ Rn×n，右端向量 b ∈ Rn，迭代初值 x0 ∈ Rn，精度要求 ε（控制相对残量）

Output: 最优近似解 x̃

1 r0 ← b−Ax0;
2 β ← ∥r0∥;
3 if β = 0 then
4 输出 x̃ = x0 并结束;
5 end
6 v1 ← r0/β;
7 for j = 1 to min(IterMax, n) do
8 wj ← Avj ;
9 for i = 1 to j do

10 hi,j ← (vi, wj); wj ← wj − hi,jvi;
11 end
12 hj+1,j ← ∥wj∥;
13 if Hj 奇异 then
14 报告 FOM 中断并结束;
15 end
16 求解线性方程组 Hjyj = βe1，令 m← j;
17 if hj+1,j |yj(j)| ⩽ εβ then
18 break;
19 end
20 if j = min(IterMax, n) then
21 break;
22 end
23 vj+1 ← wj/hj+1,j ;
24 end
25 x̃← x0 + Vmym;



1 KRYLOV 子空间迭代方法 11

1.6.2 广义极小残量法（GMRES）

广义极小残量法（GMRES）是基于残量最小化得到的非对称线性方程组的求解算法，也是目
前求解非对称线性方程组的最常用算法。基于之前的 Krylov 子空间算法框架，我们只需要补充使
用残量最小化作为最优近似标准的计算细节。

xm = arg min
x∈x0+Km

∥b−Ax∥ = x0 + arg min
x∈Km

∥r0 −Ax∥

记 x = x0 + Vmy ∈ x0 +Km，其中 y ∈ Rm，那么

r = b−Ax = b−A(x0 + Vmy) = r0 −AVmy

利用等式 1 可得

r = r0 −AVmy = Vm+1βe1 − Vm+1Hm+1,my, (β = ∥r0∥)

= Vm+1(βe1 −Hm+1,my)

利用 Vm+1 的列向量单位正交可得

∥r∥ = ∥Vm+1(βe1 −Hm+1,my)∥ = ∥βe1 −Hm+1,my∥

因此转化为求解如下最优化问题

ym = arg min
y∈Rm

∥βe1 −Hm+1,my∥, xm = x0 + Vmym.

由于 m≪ n，这个问题的规模较小，可以使用 QR分解算法进行求解：设 Hm+1,m 的 QR分解如下

QT
m+1Hm+1,m =

[
Rm

0

]

其中 Qm+1 ∈ R(m+1)×(m+1) 为正交方阵，Rm ∈ Rm×m 为上三角方阵。假设 A 非奇异，则 Arnoldi
过程得到的 Hm+1,m 列满秩，因此 Rm 可逆。记 g(m) = QT

m+1e1。代入得到

∥βe1 −Hm+1,my∥ = ∥βQT
m+1e1 −

[
Rm

0

]
y∥ = ∥βg(m) −

[
Rm

0

]
y∥

因此

ym = βR−1
m g(m)(1 : m) ∈ Rm

对应的残量为

∥rm∥ = ∥βe1 −Hm+1,mym∥ = β|g(m)(m+ 1)|, ∥rm∥
∥r0∥

= |g(m)(m+ 1)|

注意残量的计算并不需要提前解出 ym 和 xm。最终可以得到 GMRES 算法 5，关于如何高效可靠
地对 Hm+1,m 进行 QR 分解的具体细节，这里略去。
对于非奇异 n 阶矩阵 A，完整、未重启的 GMRES 在精确算术下至多 n 步得到精确解，不要

求 A 正规或可相似对角化。若 hj+1,j = 0，Krylov 子空间已不再增长，此时应直接求解当前最小二
乘问题并终止，无须构造 vj+1。某些矩阵会使残量在很多步内停滞，重启 GMRES 也可能不收敛；
有限精度计算还会受到舍入误差的影响。达到迭代上限时，输出的是当前近似解，应另外检查残量

是否满足精度要求。
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Algorithm 5: GMRES 算法
Input: 非奇异方阵 A ∈ Rn×n，右端向量 b ∈ Rn，迭代初值 x0 ∈ Rn，精度要求 ε（控制

相对残量）

Output: 最优近似解 x̃

1 r0 ← b−Ax0;
2 β ← ∥r0∥;
3 if β = 0 then
4 输出 x̃ = x0 并结束;
5 end
6 v1 ← r0/β;
7 for j = 1 to min(IterMax, n) do
8 wj ← Avj ;
9 for i = 1 to j do

10 hi,j ← (vi, wj); wj ← wj − hi,jvi;
11 end
12 hj+1,j ← ∥wj∥;
13 对 Hj+1,j 进行 QR 分解，获取 Qj+1 和 Rj ;
14 g(j) ← QT

j+1e1，m← j;
15 if hj+1,j = 0 或 |g(j)(j + 1)| ⩽ ε then
16 break;
17 end
18 if j = min(IterMax, n) then
19 break;
20 end
21 vj+1 ← wj/hj+1,j ;
22 end
23 求解上三角线性方程组 Rmym = βg(m)(1 : m);
24 x̃← x0 + Vmym;
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Remark. 由于迭代次数的增加会导致运算量和存储量迅速增加，一个简单的优化策略是重启动：如
果迭代固定步数后仍然没有达到精度要求，将其作为新的迭代初值，放弃之前计算的正交基，重新

生成 Krylov 子空间进行计算。

Remark. GMRES 算法针对的是非对称线性方程组，如果矩阵 A 是对称的，那么 Arnoldi 过程就
会变成 Lanczos 过程，此时可以利用三项递推公式简化计算和存储，这样就得到了针对对称方程组
问题的 MINRES 算法。

1.6.3 共轭梯度法（CG）

对于对称正定方程组的求解，使用如下的误差加权最小化作为最优近似标准，就可以得到著名

的共轭梯度法（CG）

xm = arg min
x∈x0+Km

∥x− x∗∥A = x0 + arg min
z∈Km

∥x0 + z − x∗∥A

值得注意的是，即使精确解 x∗ 未知，上述最优化问题仍然可以求解，有如下命题成立：

Proposition 1.10. 设 A 对称正定，那么下面三个表述等价：

1. xm ∈ x0 +Km 满足

∥xm − x∗∥A = min
x∈x0+Km

∥x− x∗∥A

2. xm ∈ x0 +Km 满足

∥b−Axm∥A−1 = min
x∈x0+Km

∥b−Ax∥A−1

3. xm ∈ x0 +Km 满足

b−Axm ⊥ Km

Proof. 注意到

∥b−Ax∥2A−1 = (b−Ax)TA−1(b−Ax)

= (A−1b− x)TATA−1A(A−1b− x)

= (x∗ − x)TA(x∗ − x)

= ∥x− x∗∥2A

因此条件 1 和条件 2 等价。条件 2 等价于 y = V T
m(xm − x0) 是如下凸泛函的唯一极小值点

φ(y) = ∥b−A(x0 + Vmy)∥2A−1 , y ∈ Rn

展开得到

φ(y) = yTV T
mAVmy − 2(b−Ax0)

TVmy + (b−Ax0)
TA−1(b−Ax0)

因此极值点满足

2V T
m(AVmy − (b−Ax0)) = 2V T

m(Axm − b) = 0

因此与条件 3 等价。
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对任意向量 x = x0 + Vmy ∈ x0 +Km，其中 y ∈ Rm，由正交性条件可得

b−Ax ⊥ Km ⇐⇒ V T
m(b−Ax) = 0 ⇐⇒ V T

m(r0 −AVmy) = 0

利用等式 3 可得（记 β = ∥r0∥）

0 = V T
m(r0 −AVmy) = V T

mVm+1βe1 − V T
mVm+1Tmy = βe1 − Tmy

因此

ym = T−1
m (βe1),

xm = x0 + Vmym = x0 + VmT−1
m (βe1).

由于 Tm 是对称正定的三对角方阵，可以使用快速分解算法进行求逆：记 Tm 的 LDLT 分解为

Tm = LmDmLT
m，其中 Lm 是单位下三角方阵，Dm 是对角阵，那么

T−1
m = L−T

m D−1
m L−1

m .

代入得到

xm = x0 + VmT−1
m (βe1) = x0 + VmL−T

m D−1
m L−1

m (βe1)

利用 {Tm} 的特殊结构以及递推关系可以导出 {Lm} 和 {Dm} 的递推关系，进一步简化计算量，得
到通常形式下的共轭梯度法 6，推导比较繁琐，这里略去。

Remark. CG 方法是设计用于求解对称正定方程组的算法，对于对称不定问题，CG 方法也可以用
于实际求解，但是求解过程中可能产生中断。对于对称不定方程组的求解还可以使用 SYMMLQ 算
法，它在 A 对称正定时与 CG 等价。

Remark. 对于非对称问题 Ax = b，也可以将其直接转换为正规方程

ATAx = ATb,

然后就可以利用 CG 方法进行求解。当然，直接计算 ATA 显然是不合适的，可以稍加修改进行避

免，这就得到了 CGLS 方法（CG for Least Squares problem）。除此之外，还有一个 LSQR 方法，
在不考虑数值误差的情况下，LSQR 方法与 CGLS 方法等价，但是对于条件数很大的问题，LSQR
方法的数值表现更好。

1.7 预条件子

大规模病态线性方程组的数值求解会遇到困难：首先是对精度的影响很大，即使在不考虑精度

的情况下，也会导致迭代法收敛速度很慢。预条件方法是目前普遍采用的优化病态矩阵数值求解的

做法。按照预条件子的位置，可以分成左预条件，右预条件和双边预条件三类，三者的效果通常并

不等价，需要根据问题本身和所用的方法来选择。下面以最一般性的双边预条件为例进行讨论。

考虑线性方程组问题

Ax = b,

其中 A ∈ Rn×n 非奇异，b ∈ Rn。选取两个可逆矩阵 L ∈ Rn×n，R ∈ Rn×n，可以得到新方程组

L−1AR−1y = L−1b. x = R−1y.

这里的矩阵 L,R 称为预条件子，在不考虑数值求解误差的情况下，预条件后的方程组显然与原方

程组等价，但是两者的数值求解并不相同。取 L = I 或 R = I 则退化为单边的预条件。对于预条

件子的选取需要考虑：
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Algorithm 6: 共轭梯度法
Input: 对称正定方阵 A ∈ Rn×n，右端向量 b ∈ Rn，迭代初值 x0 ∈ Rn，精度要求 ε（控

制相对残量）

Output: 最优近似解 x̃

1 r0 ← b−Ax0;
2 β ← ∥r0∥;
3 if β = 0 then
4 输出 x̃ = x0 并结束;
5 end
6 for k = 1 to IterMax do
7 ρ← rT

k−1rk−1

8 if k > 1 then
9 µk−1 ← ρ/ρ0, pk ← rk−1 + µk−1pk−1;

10 else
11 pk = r0;
12 end
13 qk ← Apk, ξk ← ρ/(pT

kqk);
14 xk ← xk−1 + ξkpk, rk ← rk−1 − ξkqk;
15 if ∥rk∥ ⩽ εβ then
16 break;
17 end
18 ρ0 ← ρ;
19 end
20 x̃← xk;
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• 预条件子需要优化数值求解：将 Ax = b转换为 L−1AR−1y = L−1b进行求解，目标是 L−1AR−1

相比 A 具有更小的条件数。对于特征值问题来说，目标则是 L−1AR−1 相比 A 具有更好的特

征值分布。

• 预条件子 L,R 的计算成本低：我们需要显式构造 L,R，不需要显式计算 L−1 和 R−1，但是需

要保证线性方程组 Lz = r 和 Rz = r 都是容易求解的，这个要求在下面的讨论中会自然体现。

直接将 Krylov子空间方法应用于求解预条件后的新方程组，涉及到的计算包括（记 Ã = L−1AR−1，

b̃ = L−1b）

1. 右端项 b̃ = L−1b 需要求解方程组

Lb̃ = b,→ b̃

2. 在 Krylov 子空间中，显式计算 v = Ãu = L−1AR−1u 的过程实际为求解两个方程组：

Rw = u,→ w,

Lv = Aw,→ v

因为引入了很多 Lz = r 和 Rz = r 类型的方程组求解，预条件子的选择必须保证它们的计算都是

高效的。

Remark. 一个有趣的事实是，如果矩阵 A 是病态的，如果我们希望 P−1A 或 AP−1 的条件数大大

降低，通常也需要选取一个病态的预条件子 P。

Remark. 在迭代法中，我们既可以固定预条件子，也可以在迭代过程中使用不同的预条件子，例如
Flexible GMRES 方法。

Remark. 以左预条件为例，一个好的预条件子 P 应该是 A 在某种意义下很好的近似，或者说 P 包

含了 A 尽可能多的信息，这可以保证 P−1A 接近于单位阵 I，而且 Pz = r 的计算比 Az = r 容易

很多。

Remark. 预条件子的构造通常都是纯代数的角度出发，利用矩阵 A 的系数信息和特定结构进行构

造，也有一些预条件子的构造基于方程组问题背后的实际物理背景。


	Krylov 子空间迭代方法
	子空间迭代方法
	Krylov 子空间
	正交基构造
	Arnoldi 过程
	Lanczos 过程

	最优近似
	投影法
	代表算法
	完全正交方法（FOM）
	广义极小残量法（GMRES）
	共轭梯度法（CG）

	预条件子


