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整理一下线性代数从有限维到无穷维的一些差异，实际就是从线性代数到最基本的泛函分析的

内容。
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第一部分 基础篇

1 基的概念不再唯一

1.1 线性空间的 Hamel 基

在有限维线性空间中，基通常指代数意义下的 Hamel 基。

Definition 1.1 (有限维线性空间的基). 设 V 是数域 F 上的线性空间，其中 F = R 或 C。
一组向量

{e1, . . . , en} ⊂ V

称为空间 V 的一组基，是指它线性无关，并且

V = span{e1, . . . , en}.

等价地，对任意 v ∈ V，存在唯一的一组标量 {c1, . . . , cn}，使得

v =
n∑

j=1

cjej .

有限维情形的一个基本事实是：任意两组基所含元素个数相同，这个公共的个数称为空间的维

数。不同的有限维线性空间可以用维数进行分类：任意的 n 维的线性空间都线性同构于 Fn。对于

一个固定的有限维线性空间，虽然基本身并不唯一，但不同基之间总可以通过可逆线性变换相互转

换。因此，在有限维线性代数中，“基”主要是坐标表示的工具，不同基之间不会导致本质上不同的

分析框架。

在无穷维线性空间中，情况则存在本质区别：从代数结构出发，虽然仍然可以定义 Hamel 基，
但是它不再像有限维空间的基那么好用了。

Definition 1.2 (Hamel 基). 设 V 是线性空间。一组向量 B ⊂ V 称为 V 的 Hamel 基，如
果 B 线性无关，并且任意 v ∈ V 都可以表示为有限线性组合

v =
m∑
j=1

cjbj , bj ∈ B,

且这种表示在合并相同基向量后唯一。

这个定义保留了有限维线性代数中“有限线性组合”的要求，因为无限求和（包括可数以及不

可数）需要依赖收敛概念，无法从纯线性结构中得到。但是，在许多常见的无穷维 Banach 空间中，
Hamel 基的基数非常大，通常不可数。
借助选择公理，任意线性空间都存在 Hamel 基。但是在无穷维赋范空间中，Hamel 基通常并

不适合分析问题：它往往具有非常大的基数，在许多常见空间中是不可数的，并且一般不与空间的

范数、极限、收敛等拓扑结构相容。因此，Hamel 基虽然在代数上完备，却很少用于具体的泛函分
析和数值分析。
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1.2 可分 Banach 空间的 Schauder 基

为了反映无穷维空间中的收敛结构，需要在纯线性结构之外引入拓扑结构。最常见的情形是完

备的赋范线性空间（即 Banach 空间），此时空间中存在一个范数 ‖·‖，允许讨论收敛和级数，也可
以定义 Schauder 基。

Definition 1.3 (Schauder 基). 设 X 是 Banach 空间。一列向量

{ej}∞j=1 ⊂ X

称为 X 的 Schauder 基，如果对任意 x ∈ X，存在唯一的一列标量 {cj}∞j=1，使得

x =
∞∑
j=1

cjej ,

其中级数在范数意义下收敛，即

lim
N→∞

∥∥∥∥∥x−
N∑
j=1

cjej

∥∥∥∥∥ = 0.

Schauder 基与 Hamel 基存在明显区别：Schauder 基的向量个数是至多可数的，Hamel 基的向
量个数通常是不可数的；Schauder 基允许无穷级数表示（依赖空间中的范数和收敛概念）；Hamel
基只允许有限求和（纯代数概念）。

Schauder 基的存在性直接蕴含了 Banach 空间的可分性，但是可分 Banach 空间并不是必然存
在 Schauder 基。可分性只说明空间中存在一个可数稠密子集，而 Schauder 基要求每个元素都能以
唯一的收敛级数形式表示出来，这比可分性强得多：可分性提供的是“可以用可数集合逼近”，而

Schauder 基提供的是“可以用固定的一列向量作唯一的级数展开”。因此

存在 Schauder 基 =⇒ 空间可分,

反之一般不成立。

1.3 Hilbert 空间的标准正交基

对于 Hilbert 空间，内积结构允许进一步讨论 Hilbert 基（标准正交基），甚至还可以不依赖可
分性的条件。

Definition 1.4 (Hilbert 基). 设 H 是 Hilbert 空间。一组标准正交向量族

{eα}α∈A ⊂ H

称为 H 的 Hilbert 基（或完备标准正交系），如果

〈eα, eβ〉 = δαβ,

并且满足

span{eα : α ∈ A} = H.
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对于可分 Hilbert 空间，标准正交基包括可数多个向量，并且可以据此给出任意向量的正交展
开。

Proposition 1.1 (可分 Hilbert 空间中的正交展开). 设 H 是无穷维可分 Hilbert 空间。在
H 中存在一组可数标准正交基

{ej}∞j=1.

此时任意 x ∈ H 都可以展开为

x =
∞∑
j=1

〈x, ej〉ej ,

并且级数在 H 的范数意义下收敛。同时成立 Parseval 等式：

‖x‖2H =
∞∑
j=1

|〈x, ej〉|2.

这正是有限维欧氏空间中标准正交基展开的无穷维推广。可分 Hilbert 空间在结构上与有限维
内积空间最为接近：虽然维数可以是无穷的，但仍然可以用可数正交基和平方可和的系数序列来描

述空间中的元素。

Remark 1.1 (不可分 Hilbert 空间). 若 Hilbert 空间不可分，其标准正交基通常是不可数的。此时
向量的展开不能简单理解为普通的可数级数。对于任意 x ∈ H，集合

{α ∈ A : 〈x, eα〉 6= 0}

至多可数，并且满足 Parseval 恒等式

‖x‖2H =
∑
α∈A

|〈x, eα〉|2,

其中对不可数指标集的求和按平方可和族的意义理解，而不是普通的可数级数求和。

综上，从有限维线性代数过渡到泛函分析时，“基”的概念发生了分化。Hamel 基保留代数上
的有限线性组合，但通常不适合分析；Schauder 基适合 Banach 空间中的级数展开，但不是所有可
分 Banach 空间都有；Hilbert 基利用内积结构给出正交展开，在可分 Hilbert 空间中具有最接近有
限维正交基的形式，此时也是一个特殊的 Schauder 基。这里的核心区别在于：有限维空间中线性
结构已经足够支撑基和坐标表示，而无穷维空间中的基必须同时考虑范数、极限、完备性、可分性

和内积结构。

2 范数/拓扑不再唯一

有限维线性空间与无穷维线性空间的一个重要差异在于：有限维中范数虽然形式不唯一，但诱

导的拓扑唯一。在无穷维情形下才会发生真正的分化。

Theorem 2.1 (有限维空间中的范数等价). 设 V 是数域 F上的有限维线性空间，其中 F = R
或 C。若 ‖·‖a 和 ‖·‖b 是 V 上的两个范数，则存在常数 C1, C2 > 0，使得对任意 v ∈ V，都有

C1‖v‖a ⩽ ‖v‖b ⩽ C2‖v‖a.

因此，有限维空间上的所有范数诱导出相同的收敛概念。换言之，对任意向量列 {vm}∞m=1 ⊂ V，
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有

vm → v0 in ‖·‖a ⇐⇒ vm → v0 in ‖·‖b.

Proof. 取 V 的一组基 e1, . . . , en，并定义坐标范数∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xjej

∥∥∥∥∥
1

=
n∑

j=1

|xj |.

对任意范数 ‖·‖，由三角不等式，∥∥∥∥∥
n∑

j=1

xjej

∥∥∥∥∥ ⩽
(

max
1⩽j⩽n

‖ej‖
) n∑

j=1

|xj |.

因此 x 7→ ‖x‖ 关于坐标范数 ‖·‖1 连续。集合

S = {x ∈ V : ‖x‖1 = 1}

在坐标映射下对应于 Fn 中的紧集，所以 S 是紧的。连续函数 x 7→ ‖x‖ 在 S 上取得最小值 m，并

且 m > 0，因为 S 不含零向量。于是存在常数 m,M > 0，使得

m‖x‖1 ⩽ ‖x‖ ⩽ M‖x‖1, x ∈ V.

任意两个范数都与 ‖·‖1 等价，因而彼此等价。

在有限维赋范线性空间中，虽然可以写下许多不同形式的范数，例如 ‖x‖1, ‖x‖2, ‖x‖∞，但它
们不会导致不同的拓扑结构。在这种意义下，有限维空间中由范数诱导的拓扑是唯一的。

Proposition 2.2 (有限维赋范空间自动完备). 有限维赋范线性空间 V 配备任意范数 ‖·‖ 得
到的赋范空间 X 都是完备的。即若 {xm}∞m=1 ⊂ X 是 Cauchy 列，则存在 x0 ∈ X，使得

lim
m→∞

‖xm − x0‖ = 0.

Proof. 证明思路是先证明 Fn 配备 `1 范数后的完备性（因为 F 本身是完备的），然后利用有限维
范数等价定理完成证明。

因此，所有有限维赋范线性空间都是 Banach 空间。更具体地说，若 dimV = n，则 V 作为线

性空间同构于 Fn。对于有限维情形，这个线性同构同时也是拓扑意义下的同构。也就是说，任意

有限维赋范线性空间不仅在线性代数意义下等价于 Fn，而且在由范数诱导的拓扑意义下也等价于

Fn。这说明有限维空间中的线性结构与拓扑结构高度相容：一旦维数固定，范数的具体选择通常不

会改变空间的基本分析性质。

无穷维情形则完全不同。设 X 是无穷维线性空间，定义在 X 上的两个范数未必等价。不同范

数可能诱导出不同的收敛概念和不同的拓扑结构。某个序列在一种范数下收敛，并不意味着它在另

一种范数下也收敛。

Example 2.1 (多项式空间上的不等价范数). 考虑多项式空间 P([0, 1])，在这个空间上可以

定义

‖p‖∞ = max
x∈[0,1]

|p(x)|, ‖p‖1 =
∫ 1

0

|p(x)| dx.
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这两个范数在有限维多项式子空间 Pn([0, 1]) 上等价，但在整个无穷维空间 P([0, 1]) 上不等

价。

Proof. 在 P([0, 1])，显然有 ‖p‖1 ⩽ ‖p‖∞，下面证明不存在常数 C > 0 使得

‖p‖∞ ⩽ C‖p‖1, ∀p ∈ P([0, 1])

只需要构造多项式序列 pn(x) = xn，易得

‖pn‖∞ = 1, ‖pn‖1 =
1

n+ 1

显然不存在 C > 0 对所有 n 保证上述不等式成立。因此，两个范数不等价。

无穷维空间中存在大量的 Banach 空间例子，例如

C[0, 1], Lp(Ω), `p, 1 ⩽ p ⩽ ∞.

这些空间在各自的标准范数下是完备的，但它们显然不再同构于某个有限维空间 Fn。因此，无穷

维 Banach 空间不是有限维线性代数的简单延伸，而是具有新的拓扑和分析结构。例如配备上述两
个范数后的多项式空间 P([0, 1]) 都不是完备的，并且进行完备化会得到不同的 Banach 空间。

Example 2.2 (多项式空间的完备化). 对于多项式空间 P([0, 1])：

1. 在配备一致范数
‖p‖∞ = max

x∈[0,1]
|p(x)|

时不是完备空间。由 Weierstrass 逼近定理，P([0, 1]) 在 C([0, 1]) 中稠密，因此它在一

致范数下的完备化是 C[0, 1]。

2. 在配备 L1 范数

‖p‖1 =
∫ 1

0

|p(x)| dx.

时不是完备空间。它的完备化是 L1[0, 1]。

综上，在有限维线性空间中，所有范数等价，所有范数诱导的拓扑相同，并且所有有限维赋范

线性空间都是 Banach 空间。因此，有限维线性代数中通常不需要特别区分不同范数带来的拓扑差
异。而在无穷维线性空间中，不同范数可能不等价，诱导的拓扑可能不同，赋范空间也未必完备。

于是，范数的选择、拓扑结构和完备性本身都成为泛函分析中的核心内容。

3 对偶空间与双对偶空间

对于有限维空间，对偶空间以及双对偶空间的结构都是相对平凡的，因为维数还是和原本的空

间一样。但是对于无穷维空间，尤其在无穷维赋范空间中，会产生非常复杂的结果。
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3.1 代数对偶与连续对偶空间

Definition 3.1 (代数对偶空间). 设 V 是数域 F 上的线性空间，其中 F = R 或 C。V 的代

数对偶空间定义

V # = {f : V → F : f 是线性映射}.

对于赋范空间，范数的引入允许我们考虑更小的连续对偶空间。这里用记号 V # 以区分代数对

偶（所有线性泛函）和在泛函分析中更常见的连续对偶 X∗（所有连续线性泛函），下文中对偶默认

指的是连续对偶，除非强调代数对偶。

Definition 3.2 (连续对偶空间). 若 X 是赋范线性空间，定义连续对偶空间：

X∗ = {f : X → F : f 是连续线性泛函}.

等价地，f ∈ X∗ 当且仅当存在常数 C > 0，使得

|f(x)| ⩽ C‖x‖X , ∀x ∈ X.

此时可以定义对偶范数

‖f‖X∗ = sup
∥x∥X⩽1

|f(x)|.

在有限维赋范线性空间中，代数对偶空间 V # 与连续对偶空间 V ∗ 没有区别。

Proposition 3.1 (有限维中的代数对偶与连续对偶). 对于有限维线性空间 V，配备任意范

数得到的赋范空间 X，代数对偶空间 V # 与连续对偶空间 V ∗ 相同。

Proof. 先考虑 `1 范数，此时任意线性泛函 f 的连续性是显然的：对 x 展开

x =
n∑

i=1

xiei

易得

|f(x)| ⩽
(

max
i

|f(ei)|
) n∑

i=1

|xi| =
(

max
i

|f(ei)|
)
‖x‖1

然后用范数等价定理转换即可。

但是在无穷维赋范线性空间中，代数对偶与连续对偶通常差别很大。由于无穷维赋范空间中存

在大量不连续线性泛函，连续对偶空间 X∗ 只是代数对偶空间 X# 的一部分：

X∗ ⊂ X#.

这个包含关系一般是严格成立的。

Example 3.1. 考虑多项式空间 P([0, 1])，配备 ‖p‖∞ 范数，那么在 x = 1 处求导的线性泛

函

f : p 7→ p′(1)

是不连续的。
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Proof. 取 pn(x) = xn 计算可得

f(pn) = p′n(1) = n

易得 f 不连续。

代数对偶空间只关心线性结构，不关心范数和连续性，因此它通常过于庞大，不适合泛函分析

中的极限、收敛和估计问题。泛函分析中主要研究的是连续对偶空间，因为连续线性泛函与空间的

拓扑结构相容。

3.2 连续对偶空间与原空间的关系

对于有限维线性空间 V，连续对偶空间 V ∗ 与原空间具有相同维数：

dimV # = dimV.

选定 V 的一组基

{e1, . . . , en} ⊂ V,

可以自然地定义 V # 的一组基（称为对偶基）

{e1, . . . , en} ⊂ V #,

使得

ei(ej) = δij .

因此，在有限维线性代数中，对偶空间可以看作原空间的自然镜像。虽然 V 与 V # 之间没有不依

赖于额外结构的典范同构，但选定基以后，二者可以自然地一一对应。

对于无穷维 Banach 空间，连续对偶空间与原空间则可能有显著差异。

Example 3.2.
(`1)∗ ∼= `∞.

Proof. 对任意 a = (an)
∞
n=1 ∈ `∞，定义

fa(x) =
∞∑

n=1

anxn, x = (xn)
∞
n=1 ∈ `1.

由

|fa(x)| ⩽ ‖a‖ℓ∞‖x‖ℓ1

可知 fa 是 `1 上的连续线性泛函。

反过来，设 f ∈ (`1)∗。令 en 表示第 n 个标准基向量，并定义 an = f(en)。由于

|an| = |f(en)| ⩽ ‖f‖(ℓ1)∗‖en‖ℓ1 = ‖f‖(ℓ1)∗ ,

所以 a = (an)
∞
n=1 ∈ `∞。对任意有限支撑序列 x，有

f(x) =
∞∑

n=1

anxn.

由于有限支撑序列在 `1 中稠密，且两边都是 `1 上的连续线性泛函，因此上式对任意 x ∈ `1 成立。

因此

(`1)∗ ∼= `∞

在等距同构意义下成立。
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Example 3.3.
(`p)∗ ∼= `q.

其中 1 < p < ∞，q 为 p 的共轭指数，即

1

p
+

1

q
= 1.

Proof. 对任意 a = (an)
∞
n=1 ∈ `q，定义

fa(x) =
∞∑

n=1

anxn, x ∈ `p.

由 H”older 不等式，
|fa(x)| ⩽ ‖a‖ℓq‖x‖ℓp .

因此 fa ∈ (`p)∗。

反过来，设 f ∈ (`p)∗。令

an = f(en).

对任意有限支撑序列 x，有

f(x) =
∞∑

n=1

anxn.

下面验证 a ∈ `q。对每个 N，定义有限支撑序列

x(N)
n =

sgn(an)|an|q−1, 1 ⩽ n ⩽ N,

0, n > N,

其中实数情形取通常的符号函数，复数情形取 sgn(an) = an/|an|，并约定 sgn(0) = 0。于是

N∑
n=1

|an|q = f(x(N)) ⩽ ‖f‖(ℓp)∗
(

N∑
n=1

|an|q
)1/p

.

因此 (
N∑

n=1

|an|q
)1/q

⩽ ‖f‖(ℓp)∗ .

令 N → ∞，得到 a ∈ `q，并且 ‖a‖ℓq ⩽ ‖f‖(ℓp)∗。由于有限支撑序列在 `p 中稠密，所以对任意

x ∈ `p，仍有

f(x) =
∞∑

n=1

anxn.

因此每个 `p 上的连续线性泛函都唯一地由某个 `q 序列给出，从而

(`p)∗ ∼= `q.

Example 3.4. `∞ 的对偶空间最为复杂，虽然有自然嵌入

`1 ↪→ (`∞)∗,
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但是

`1 ⊊ (`∞)∗.

Proof. 对任意 a = (an)
∞
n=1 ∈ `1，定义

fa(x) =
∞∑

n=1

anxn, x ∈ `∞.

由于

|fa(x)| ⩽ ‖a‖ℓ1‖x‖ℓ∞ ,

所以 fa ∈ (`∞)∗。因此 `1 可以自然地嵌入到 (`∞)∗ 中。

但这个嵌入不是满射。令 c 表示所有收敛序列构成的空间，并定义

L(x) = lim
n→∞

xn, x ∈ c.

则 L 是 c 上的连续线性泛函。由 Hahn–Banach 定理，L 可以延拓为 `∞ 上的连续线性泛函

L̃ ∈ (`∞)∗.

如果 L̃ 可以由某个 a ∈ `1 表示，即

L̃(x) =
∞∑

n=1

anxn,

那么对每个标准基向量 en，由于 en ∈ c 且 limk→∞(en)k = 0，应有

an = L̃(en) = 0.

因此 a = 0。但对常数序列 1 = (1, 1, . . . )，有

L̃(1) = 1,

这与 a = 0 矛盾。因此 L̃ 不是由任何 `1 序列表示的泛函。所以

`1 ⊊ (`∞)∗.

在 Hilbert 空间中，连续对偶空间与原空间仍然保持非常好的对应关系。

Theorem 3.2 (Riesz 表示定理). 设 H 是 Hilbert 空间。对任意连续线性泛函 f ∈ H∗，存

在唯一的 y ∈ H，使得

f(x) = 〈x, y〉, ∀x ∈ H.

因此，Hilbert 空间的连续对偶空间可以通过内积与其自身建立等距同构。从这个意义上说，
Hilbert 空间在对偶结构上仍然非常接近有限维内积空间。

3.3 双对偶空间、典范嵌入与自反性
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Definition 3.3 (典范映射). 设 X 是赋范线性空间。其双对偶空间定义为

X∗∗ = (X∗)∗.

典范映射定义为如下线性映射

J : X → X∗∗, (Jx)(f) = f(x), f ∈ X∗.

由 Hahn–Banach 定理可知，典范映射 J 满足

‖Jx‖X∗∗ = ‖x‖X .

因此，J 是等距嵌入。

在有限维情形中，典范映射

J : V → V ##

总是双射，因此有限维线性空间与其双对偶空间存在不依赖于基的典范同构。这一点与 V 和 V #

的关系不同：虽然 V、V # 和 V ## 的维数都一样，但是 V 与 V # 之间的同构通常需要借助基或内

积定义，而 V 与 V ## 的同构是典范的。这里的典范映射也称为自然映射，因为它的定义不依赖人

为选取的基或内积，也不会随基或内积的选择而改变。

Example 3.5. 设 V 是 n 维线性空间，取一组基 E = (e1, . . . , en)，记其对偶基为

E# = (ε1, . . . , εn), εi(ej) = δij .

利用基和对偶基可定义线性同构 IE : V → V #：

IE : v =
n∑

i=1

xiei 7→ IE(v) =
n∑

i=1

xiε
i

再取另一组基 E ′ = (e′1, . . . , e
′
n)，相应的对偶基记作

E
′# = (η1, . . . , ηn), ηi(e′j) = δij .

同理可定义线性同构 IE′ : V → V #：

IE′ : v =
n∑

i=1

yie
′
i 7→ IE′(v) =

n∑
i=1

yiη
i

下面说明 IE 和 IE′ 一般并不相同。记两组基之间的过渡矩阵为 P：[
e′1 . . . e′n

]
=
[
e1 . . . en

]
P, e′j =

∑
i

eiPij

两组对偶基之间也由线性变换联系。设对应的变换矩阵为 A，即

ηj =
∑
k

Ajkε
k

那么

δji = ηj(e′i) =
∑
k

Ajkε
k

(∑
ℓ

eℓPℓi

)
=
∑
k,ℓ

AjkPℓiδkℓ =
∑
k

AjkPki
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因此 AP = In，得到 A = P−1，即
η′1
...
η′n

 = P−1


ε1

...
εn

 , ηj =
∑
k

(P−1)jkε
k

对于一个固定的向量 v，分别在两组基下展开

v =
[
e1 . . . en

]
x1

...
xn

 =
[
e′1 . . . e′n

]
y1
...
yn


那么

IE(v) =
[
ε1 . . . εn

]
x1

...
xn

 , IE′(v) =
[
η1 . . . ηn

]
y1
...
yn

 .

代入上述变换关系可知

IE′(v) =
[
η1 . . . ηn

]
y1
...
yn

 =
[
ε1 . . . εn

]
P−⊤P−1


x1

...
xn


当且仅当基变换满足 P−⊤P−1 = In 时，对应的两个线性变换相同，但是这个条件显然并不

是恒成立的。因此，基于对偶基定义的从 V 到 V # 的变换不是典范的。

Example 3.6. 设 V 是 n 维线性空间，取一组基 E = (e1, . . . , en)，记其对偶基为

E# = (ε1, . . . , εn), εi(ej) = δij .

考虑 V ## 关于 E# 的对偶基，记作

E## = (e1, . . . , en), ei(εj) = δij .

利用这组基可定义线性同构 JE : V → V ##：

JE

(
n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xiei.

再取 V 的另一组基 E ′ = (e′1, . . . , e
′
n)，两组基之间的过渡矩阵记为 P：[

e′1 . . . e′n

]
=
[
e1 . . . en

]
P, e′j =

∑
i

eiPij .

相应的对偶基 E ′# = (η1, . . . , ηn) 满足
η′1
...
η′n

 = P−1


ε1

...
εn

 , ηj =
∑
k

(P−1)jkε
k
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V ## 关于 E ′# 的对偶基记作 E ′## = (e′1, . . . , e′n)，其中 e′i(ηj) = δij。类似地定义同构

JE′ : V → V ##：

JE′

(
n∑

i=1

yie
′
i

)
=

n∑
i=1

yie′i.

下面说明 JE 与 JE′ 实际上是同一个映射。只需要两次应用从基变换到对偶基的变换关系：首

先是从 V 到 V # 的转换

[
e′1 . . . e′n

]
=
[
e1 . . . en

]
P ⇒


η1

...
ηn

 = P−1


ε1

...
εn

 .

然后是从 V # 到 V ## 的转换
η1

...
ηn

 = P−1


ε1

...
εn

 , ⇒
[
e′1 . . . e′n

]
=
[
e1 . . . en

]
P

对于一个固定的向量 v，分别在两组基下展开

v =
[
e1 . . . en

]
x1

...
xn

 =
[
e′1 . . . e′n

]
y1
...
yn


那么

JE(v) =
∑
i

xiei =
[
e1 . . . en

]
x1

...
xn

 , JE′(v) =
∑
i

yie′i =
[
e′1 . . . e′n

]
y1
...
yn

 .

因此

JE′(v) = JE(v), ∀v.

这说明两个映射完全相同，与基的选取无关，这是一个典范的自然同构。

对于 Banach 空间 X，典范嵌入

J : X → X∗∗

未必是满射，即 X∗∗ 中可能存在不能写成

f 7→ f(x)

形式的连续线性泛函。

Definition 3.4 (自反 Banach 空间). 对于 Banach 空间 X，称其为自反 Banach 空间，如
果典范嵌入 J : X → X∗∗ 是满射。

需要注意，自反性要求的不是任意抽象同构，而是要求原空间通过典范嵌入恰好填满双对偶空

间。
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许多常见空间是自反的，例如

`p, 1 < p < ∞,

以及更一般的

Lp(Ω), 1 < p < ∞,

在适当条件下都是自反 Banach 空间。但是 `1 和 `∞ 都不是自反空间。由 Riesz 表示定理易知，任
意 Hilbert 空间都是自反的。
在有限维线性代数中，对偶空间与原空间具有相同维数，代数对偶与连续对偶没有区别，并且

原空间与双对偶空间通过典范映射自然同构。而在无穷维泛函分析中，代数对偶和连续对偶发生分

离，连续对偶空间可能与原空间结构差异很大，典范嵌入 X → X∗∗ 也未必满射，还需要自反性来

刻画这种嵌入何时没有遗漏。

4 范数拓扑下紧性的丢失

紧性控制极限过程。在有限维赋范空间中，闭有界集就是紧集；许多存在性和收敛性论证都隐

含地依赖这一事实。

Theorem 4.1 (有限维空间中的 Heine–Borel 性质). 设 X 是有限维赋范线性空间。则集合

K ⊂ X 是紧集，当且仅当 K 是有界闭集。特别地，单位闭球

B1(0) = {x ∈ X : ‖x‖ ⩽ 1}

是紧集。

因此，在有限维空间中，只要一个序列是有界的，就可以把它放进某个闭球中，而闭球是紧的。

于是由紧性可知，有界序列必然存在收敛子列。这正是 Bolzano–Weierstrass 性质，也是有限维中
许多极限论证能够直接成立的原因。但是这个性质在无穷维赋范线性空间中不再成立。

Theorem 4.2 (Riesz 紧性定理). 设 X 是赋范线性空间。则 X 的单位闭球在范数拓扑下紧，

当且仅当 X 是有限维空间。

换句话说，若 X 是无穷维赋范线性空间，则单位闭球

B1(0) = {x ∈ X : ‖x‖ ⩽ 1}

在范数拓扑下必定不是紧集。因此，在无穷维赋范线性空间中，有界闭集未必紧，有界序列也未必

存在范数收敛子列。在无穷维中，单纯的有界性通常不足以提供强收敛子列。下面是一个标准反例。

Example 4.1 (`2 中无强收敛子列的有界序列). 在 Hilbert 空间 `2 中，设

en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ),

则

‖en‖ℓ2 = 1,

所以 {en}∞n=1 是单位球中的有界序列。但是当 m 6= n 时，

‖em − en‖ℓ2 =
√
2.
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因此，{en}∞n=1 不存在范数收敛子列。

从有限维线性代数过渡到泛函分析时，紧性不再是一个自动性质。在有限维空间中，有界闭集

就是紧集，有界序列总有收敛子列；而在无穷维空间中，单位闭球在范数拓扑下已经不再紧，有界

序列也可能没有范数收敛子列。范数拓扑下的紧性在无穷维中很稀缺。弱拓扑、弱紧性和紧算子等

理论，都是在不同层面上弥补强紧性缺失的工具。

5 弱收敛、弱拓扑与弱紧性

弱收敛用连续线性泛函来测试收敛。它比范数收敛弱，但常常能保留足够的极限信息，并在自

反空间、对偶空间等情形中提供可用的紧性结论。

5.1 强收敛与弱收敛

强收敛就是范数收敛；弱收敛则只要求所有连续线性泛函下的观测量收敛。二者在有限维中等

价，但在无穷维空间中需要分开处理。

Definition 5.1 (强收敛与弱收敛). 设 X 是赋范线性空间。

• 若
‖xn − x‖X → 0,

则称 xn 强收敛到 x，也称为范数收敛，记作

xn → x.

• 若对任意连续线性泛函 f ∈ X∗，都有

f(xn) → f(x),

则称 xn 弱收敛到 x，记作

xn ⇀ x.

强收敛要求向量本身在范数意义下接近；弱收敛只要求所有连续线性观测量的取值收敛。因此，

弱收敛是比强收敛更弱的收敛概念。

Proposition 5.1 (强收敛蕴含弱收敛). 设 X 是赋范线性空间。若

xn → x,

则

xn ⇀ x.

Proof. 对任意 f ∈ X∗，由连续性可得

|f(xn)− f(x)| = |f(xn − x)| ⩽ ‖f‖X∗‖xn − x‖X → 0.

因此 xn ⇀ x。
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在有限维空间中，弱收敛和强收敛实际上没有区别。

Proposition 5.2 (有限维中强弱收敛等价). 设 X 是有限维赋范线性空间。则

xn → x ⇐⇒ xn ⇀ x.

Proof. 只需要从弱收敛推出强收敛。设 xn ⇀ x。取 X 的一组基

e1, . . . , ed.

将

xn − x =
d∑

j=1

αn,jej .

有限维空间中的坐标泛函是连续线性泛函，因此弱收敛推出

αn,j → 0, j = 1, . . . , d.

由于只有有限多个坐标，得到

‖xn − x‖X → 0.

因此 xn → x。

无穷维空间中的情况不同。弱收敛一般不能推出强收敛，下面是一个例子。

Example 5.1 (`2 中弱收敛但不强收敛). 在 Hilbert 空间 `2 中，令

en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )

为第 n 个标准基向量。对任意

y = (yj)
∞
j=1 ∈ `2,

有

〈en, y〉ℓ2 = yn → 0,

因为 y ∈ `2 蕴含 yn → 0。由 Riesz 表示定理，̀ 2 上的连续线性泛函都可以由内积表示，因此

en ⇀ 0.

但是

‖en‖ℓ2 = 1, n = 1, 2, . . . ,

所以

en 6→ 0

在范数意义下成立。

这个例子说明，在无穷维空间中，弱收敛序列仍然可能在范数意义下不靠近极限。不过，弱收

敛虽然比强收敛弱，但它仍然蕴含有界性，这一点在无穷维分析中很重要。
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Proposition 5.3 (弱收敛序列有界). 设 X 是 Banach 空间。若

xn ⇀ x,

则 {xn}∞n=1 在 X 中有界。

Proof. 对每个 n，定义 X∗ 上的线性泛函

Tn(f) = f(xn), f ∈ X∗.

则 Tn ∈ X∗∗，且

‖Tn‖X∗∗ = ‖xn‖X .

由于 xn ⇀ x，对任意固定的 f ∈ X∗，数列

Tn(f) = f(xn)

收敛，因此有界。由一致有界原理，

sup
n
‖Tn‖X∗∗ < ∞.

于是

sup
n
‖xn‖X < ∞.

5.2 弱拓扑

弱收敛可以通过弱拓扑来理解。

Definition 5.2 (弱拓扑). 设 X 是赋范线性空间。X 上的弱拓扑是使所有连续线性泛函

f ∈ X∗

都连续的最弱拓扑，记作

σ(X,X∗).

在这个拓扑下，序列 xn 收敛到 x，正是指

f(xn) → f(x), ∀f ∈ X∗.

因此，弱收敛就是弱拓扑下的收敛。

弱拓扑比范数拓扑更弱。也就是说，范数拓扑中的开集通常比弱拓扑中的开集更多。因此，范

数收敛一定推出弱收敛，但弱收敛一般不能推出范数收敛。引入弱拓扑的目的不是为了得到更强的

极限，而是为了在无穷维空间中恢复一部分紧性。范数拓扑太强，使得无穷维空间中的单位闭球不

再紧；弱拓扑较弱，因此单位闭球有可能在弱拓扑下变成紧集。

5.3 弱紧性

在有限维空间中，闭有界集是紧的。因此，有界序列总能抽取强收敛子列。但在无穷维赋范空

间中，单位闭球在范数拓扑下一般不紧，所以有界序列通常没有强收敛子列。弱拓扑提供了一种替

代：虽然不能总是抽取强收敛子列，但在某些空间中可以抽取弱收敛子列。
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Theorem 5.4 (自反空间中的弱紧性). 设 X 是 Banach 空间。则 X 是自反空间，当且仅当

单位闭球

BX(0) = {x ∈ X : ‖x‖X ⩽ 1}

在弱拓扑 σ(X,X∗) 下是紧的。

这个定理给出的是拓扑意义下的弱紧性。但在无穷维空间中，弱拓扑一般不是度量拓扑，因此

不能直接由紧性推出序列紧性。为了得到“有界序列存在弱收敛子列”的结论，需要使用 Eberlein–
Šmulian 定理。

Theorem 5.5 (Eberlein–Šmulian 定理). 设 X 是 Banach 空间，K ⊂ X。则 K 在弱拓扑

下紧，当且仅当 K 在弱拓扑下序列紧。也就是说，K 弱紧当且仅当 K 中任意序列都存在一

个弱收敛子列，并且其弱极限仍属于 K。

因此可以得到如下序列形式的结论。

Corollary 5.6 (自反空间中的弱收敛子列). 若 X 是自反 Banach 空间，则 X 中每个有界

序列都存在弱收敛子列。

也就是说，在自反空间中，有限维中的 Bolzano–Weierstrass 性质在无穷维中可以以弱收敛的
形式部分恢复：

有界序列 =⇒ 存在弱收敛子列.

Hilbert 空间都是自反空间，因此，在 Hilbert 空间中，每个有界序列都存在弱收敛子列。

Example 5.2. `2 是 Hilbert 空间，其有界序列 {en} 没有任何强收敛子列，因为

‖en − em‖ℓ2 =
√
2, n 6= m.

但是它本身弱收敛到 0：

en ⇀ 0.

这里的自反性是一个关键条件，如果缺少自反性，弱紧性就无法保证。

Example 5.3. `1 不是自反空间，其有界序列 {en} 没有弱收敛子列。

Proof. 事实上，若某个子列 {enk
} 弱收敛到 x ∈ `1，则对每个坐标泛函可得

xj = 0, j = 1, 2, . . . ,

因而 x = 0。但取

a = (1, 1, . . . ) ∈ `∞ = (`1)∗,

则

a(enk
) = 1, k = 1, 2, . . . ,

不可能收敛到

a(0) = 0.
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因此 {en} 没有弱收敛子列。

这个例子说明，弱拓扑并不是自动解决无穷维中所有紧性问题。只有在自反空间等合适结构下，

弱紧性才能提供有效的替代。

5.4 弱星拓扑

除了弱拓扑，还经常需要考虑弱星拓扑。弱拓扑定义在原空间中，而弱星拓扑则定义在对偶空

间上。

Definition 5.3 (弱星拓扑). 设 X 是赋范线性空间。对偶空间 X∗ 上的弱星拓扑是由 X 中

元素诱导的评价映射给出的拓扑，记作

σ(X∗, X).

也就是说，若 {fα} ⊂ X∗，则

fα
∗
⇀ f

当且仅当

fα(x) → f(x), ∀x ∈ X.

我们当然也可以在对偶空间中考虑弱拓扑，即

x(fα) → x(f), ∀x ∈ X∗∗.

弱收敛测试的是 X∗∗ 中的元素，而弱星收敛只测试 X 中的元素

x(fα) → x(f), ∀x ∈ X ⊂ X∗∗.

X∗∗ 通常远大于 X，因此作为 X∗ 上的拓扑，弱星拓扑通常比弱拓扑更弱（更粗）。但是若 X 自反，

显然两者一致。

Theorem 5.7 (Banach–Alaoglu 定理). 设 X 是赋范线性空间。则 X∗ 的单位闭球

BX∗(0) = {f ∈ X∗ : ‖f‖X∗ ⩽ 1}

在弱星拓扑 σ(X∗, X) 下是紧的。

这个定理不要求 X 自反。它说明：即使原空间没有弱紧性，对偶空间的单位闭球仍然总是在

弱星拓扑下紧。

不过需要注意，Banach–Alaoglu 定理给出的是拓扑意义下的紧性。在一般情形下，它不能直接
理解为“任意有界序列都有弱星收敛子列”。若 X 可分，则 X∗ 的单位闭球在弱星拓扑下可度量化，

此时可以得到相应的弱星收敛子列结论。

6 子空间的闭性与投影定理

子空间的闭性决定了极限是否仍留在子空间内，也决定了投影和最佳逼近问题是否有解。在线

性代数中这通常不需要单独强调；在赋范空间和 Hilbert 空间中，它是一个真正的条件。
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6.1 子空间的闭性

有限维子空间总是闭的。无穷维子空间则可能不是闭集，即使它的代数描述很简单。

Proposition 6.1 (有限维子空间的闭性). 设 X 是赋范线性空间，M ⊂ X 是有限维线性子

空间，则 M 是闭子空间。

在有限维空间中，任意线性子空间都是有限维的，因此自动是闭的。因此，在有限维情形下讨

论子空间时，通常不需要额外区分“子空间”和“闭子空间”。但是在无穷维空间中，这一区分是必

要的，无穷维子空间可能不是闭的。

Example 6.1 (`2 中的非闭子空间). 记

c00 = {x = (xn)
∞
n=1 : x 只有有限多个非零分量}.

则 c00 是 `2 的线性子空间，但它在 `2 范数下不是闭的。

Proof. 事实上，取
x =

(
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

)
∈ `2.

令

x(N) =

(
1,

1

2
, . . . ,

1

N
, 0, 0, . . .

)
.

则 x(N) ∈ c00，并且

‖x(N) − x‖2ℓ2 =
∞∑

n=N+1

1

n2
→ 0.

因此

x(N) → x in `2.

但是 x /∈ c00，所以 c00 不是 `2 中的闭子空间。

这个例子说明，在无穷维空间中，有限线性组合形成的子空间可能通过取极限逼近出原本不属

于该子空间的新元素。事实上，c00 在 `2 中是稠密的，但不是闭的。这也说明，“稠密”和“闭”是

两种不同的性质。一个子空间可以非常大，大到它的闭包等于整个空间；但它本身仍然可能不是闭

子空间。

6.2 投影定理

子空间闭性的差异会直接影响投影理论。在有限维内积空间中，任意子空间都可以作正交投影；

但在无穷维 Hilbert 空间中，正交投影定理要求子空间必须是闭的。

Proposition 6.2 (有限维中的正交分解). 设 V 是有限维内积空间，M ⊂ V 是线性子空间。

则

V = M ⊕M⊥,

其中

M⊥ = {v ∈ V : 〈v,m〉 = 0, ∀m ∈ M}.
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因此任意 v ∈ V 都可以唯一分解为

v = vM + vM⊥ , vM ∈ M, vM⊥ ∈ M⊥.

其中 vM 是 v 在 M 上的正交投影，并且满足最佳逼近性质

‖v − vM‖ = min
m∈M

‖v −m‖.

有限维情形中不需要额外假设 M 闭，是因为 M 自动闭。无穷维 Hilbert 空间中的对应版本则
需要在条件中强调闭子空间。

Theorem 6.3 (Hilbert 空间投影定理). 设 H 是 Hilbert 空间，M ⊂ H 是闭线性子空间。则

任意 x ∈ H 都存在唯一分解

x = m+ n, m ∈ M, n ∈ M⊥.

等价地，

H = M ⊕M⊥.

进一步，存在唯一的有界线性算子

PM : H → M,

使得

x− PMx ∈ M⊥.

这个算子称为 H 到 M 上的正交投影。并且 PMx 是 x 在 M 中的最佳逼近：

‖x− PMx‖ = min
m∈M

‖x−m‖.

闭性条件在投影定理中不可省略。若 M 不是闭子空间，则一般不能把任意 x ∈ H 正交投影到

M 上。此时虽然仍然可以定义正交补

M⊥ = {x ∈ H : 〈x,m〉 = 0, ∀m ∈ M},

但真正成立的是

H = M ⊕M⊥,

也就是说，Hilbert 空间中的正交分解对应的是闭子空间 M，而不是非闭子空间 M 本身。

Example 6.2 (非闭子空间上最佳逼近可能不存在). 仍然考虑 c00 ⊂ `2。取

x =

(
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

)
∈ `2.

如上所述，x ∈ c00，但 x /∈ c00。因此

inf
m∈c00

‖x−m‖ℓ2 = 0.

但是不存在 m ∈ c00 使得

‖x−m‖ℓ2 = 0.
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因为若 ‖x−m‖ℓ2 = 0，则 x = m，这与 x /∈ c00 矛盾。因此，x 到 c00 的范数下确界等于 0，

但这个下确界不能在 c00 中达到。也就是说，x 在 c00 中没有最佳逼近。

这个现象在有限维空间中不会发生。有限维中，子空间闭、有界闭集紧，因此最小化问题通常

可以通过正交投影或紧性得到解；而在无穷维空间中，若子空间不是闭的，最佳逼近可能只有下确

界而没有最小值。

在一般 Banach 空间中，情况还要更复杂。由于 Banach 空间没有内积结构，通常不能直接谈
论正交补。此时若希望得到类似

X = M ⊕N

的分解，需要寻找某个闭子空间 N 作为 M 的补空间。等价地，需要存在一个有界投影算子

P : X → M, P 2 = P.

若这样的有界投影存在，则称 M 是 X 中的补子空间。但是，在一般 Banach 空间中，即使 M 是

闭子空间，也未必存在这样的有界投影。因此需要区分三个层次：

子空间 ⊃ 闭子空间 ⊃ 有补闭子空间.

闭性和可补性是不同性质。Hilbert 空间中的闭子空间有正交补；一般 Banach 空间中的闭子空间则
未必有有界补投影。
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第二部分 进阶篇

7 线性算子的连续性和收敛性

7.1 线性算子的连续性

线性算子是否连续，取决于定义域和值域上的范数。有限维中这一点常被范数等价性掩盖；在

无穷维中，同一个公式放在不同空间之间，可能得到完全不同的连续性结论。

Definition 7.1 (线性算子的连续性). 设 X,Y 是赋范线性空间，T : X → Y 是线性算子。若

对任意 x ∈ X 和任意满足

xn → x in X

的序列 {xn}∞n=1 ⊂ X，都有

Txn → Tx in Y,

则称 T 是连续线性算子。

对线性算子来说，连续性等价于有界性，可以用一个全局范数估计刻画。

Definition 7.2 (线性算子的有界性). 设 X,Y 是赋范线性空间，T : X → Y 是线性算子。若

存在常数 C > 0，使得

‖Tx‖Y ⩽ C‖x‖X , ∀x ∈ X.

那么称 T 是有界线性算子。此时 T 把 X 中的有界集映成 Y 中的有界集。定义其算子范数

为

‖T‖L(X,Y ) = sup
∥x∥X⩽1

‖Tx‖Y .

Proposition 7.1 (线性算子连续性的等价刻画). 设 X,Y 是赋范线性空间，T : X → Y 是

线性算子。则下列性质等价：

T 连续 ⇐⇒ T 在0 点连续 ⇐⇒ T 有界.

在有限维空间中，线性算子的连续性自动成立。

Proposition 7.2 (有限维线性算子必然连续). 设 V 是有限维赋范线性空间，Y 是赋范线性

空间，T : V → Y 是线性算子。则 T 是连续线性算子。

Proof. 取 V 的一组基

e1, . . . , ed.

任意 v ∈ V 可写为

v =
d∑

j=1

αjej .
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由于有限维空间中所有范数等价，存在常数 C1 > 0，使得

d∑
j=1

|αj | ⩽ C1‖v‖V .

因此

‖Tv‖Y =

∥∥∥∥∥
d∑

j=1

αjTej

∥∥∥∥∥
Y

⩽
d∑

j=1

|αj |‖Tej‖Y ⩽ C1

(
max

j
‖Tej‖Y

)
‖v‖V .

所以 T 有界，从而连续。

因此，在有限维线性代数中，通常不需要区分线性算子和连续线性算子，也不需要额外检查算

子范数是否有限。但是这个性质依赖有限维，在无穷维空间中，线性算子并不是必然连续的。

Example 7.1 (微分算子的连续性依赖于范数). 考虑空间 C1[0, 1]，并先赋予一致范数

‖f‖∞ = max
x∈[0,1]

|f(x)|.

定义微分算子

Df = f ′.

若把 D 看作

D : (C1[0, 1], ‖·‖∞) → (C[0, 1], ‖·‖∞),

则 D 不是有界线性算子。

取

fn(x) =
1

n
sin(n2x). ‖fn‖∞ ⩽ 1

n
→ 0.

但是

f ′
n(x) = n cos(n2x), ‖Dfn‖∞ = ‖f ′

n‖∞ = n → ∞.

所以 D 不可能满足

‖Df‖∞ ⩽ C‖f‖∞.

因而 D 不是有界线性算子，也不是连续线性算子。

但如果给 C1[0, 1] 配备 C1 范数

‖f‖C1 = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞,

那么

D : (C1[0, 1], ‖·‖C1) → (C[0, 1], ‖·‖∞)

就是有界线性算子，因为

‖Df‖∞ = ‖f ′‖∞ ⩽ ‖f‖C1 .

这个例子说明，在无穷维空间中，一个算子是否连续不能只看它的公式，还必须说明它作用在

哪两个赋范空间之间，以及这些空间分别配备什么范数。

从这个角度看，无穷维算子理论不再只是矩阵理论的直接推广。在有限维空间中，线性算子自

动连续；而在无穷维空间中，线性算子严格分为有界算子和无界算子。对于有界线性算子，可以发

展与矩阵理论非常类似的算子范数、谱理论、紧算子理论等内容；但是 PDE中关注的微分算子、偏
微分算子等往往是无界算子，为了研究这些算子，还需要额外讨论其定义域、闭性、稠密性和谱性
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质。因此，从有限维线性代数过渡到泛函分析时，一个基本变化是：线性算子不再自动具有良好的

拓扑性质。连续性、有界性以及定义域的选择，都必须成为讨论的一部分。

7.2 线性算子的收敛性

前面主要讨论的收敛性是向量的收敛。对于有界线性算子组成的序列，还需要区分：是在单位

球上统一逼近，还是对每个固定输入分别逼近。

Definition 7.3 (算子范数收敛与强算子收敛). 设 X,Y 是赋范空间，Tn, T ∈ L(X,Y )。

1. 若
‖Tn − T‖L(X,Y ) = sup

∥x∥X⩽1

‖Tnx− Tx‖Y → 0,

则称 Tn 在算子范数下收敛到 T。

2. 若对每个固定的 x ∈ X，都有

‖Tnx− Tx‖Y → 0,

则称 Tn 强算子收敛到 T，记作

Tn
strong−−−−→ T.

这也称为算子列的逐点收敛；等价地，每个向量序列 Tnx 都在 Y 中强收敛到 Tx。

这里的“强算子收敛”不等于把 L(X,Y ) 本身作为赋范空间时的范数收敛。强算子收敛允许逼

近速度依赖于输入 x；算子范数收敛则要求对单位球中的所有输入统一控制误差。

Proposition 7.3. 算子范数收敛蕴含强算子收敛。

Proof. 对每个固定的 x ∈ X，有

‖Tnx− Tx‖Y ⩽ ‖Tn − T‖L(X,Y )‖x‖X → 0.

Example 7.2 (有限维截断强算子收敛，但不按算子范数收敛). 在 `2 上定义前 n 个坐标的

截断投影

Pn(x1, x2, . . . ) = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ).

对每个固定的 x ∈ `2，有

‖Pnx− x‖2ℓ2 =
∑
j>n

|xj |2 → 0,

所以 Pn
strong−−−−→ I。但是取标准基向量 en+1，有

‖(I − Pn)en+1‖ℓ2 = 1, ‖I − Pn‖L(ℓ2) = 1.

因此 Pn 不在算子范数下收敛到 I。
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若定义域 X 是有限维的，强算子收敛也蕴含算子范数收敛：只需控制有限个基向量的像，再

利用坐标范数等价性即可。上面的截断例子说明，二者在无穷维中会分离。

8 线性方程的可解性、闭值域与适定性

线性方程 Ax = b 的代数可解性由线性算子 A 的核和值域决定：

1. 若 b ∈ Ran(A)，则解存在；反之，若 b /∈ Ran(A)，则解不存在；

2. 若 A 单射，则解唯一；

3. 若 A 双射，则对任意右端 b 都存在唯一解。

在有限维线性代数中，上述结果已经足够完整。在无穷维 Banach 空间中，虽然上述结论仍然
成立，但是无穷维会带来一些新问题，例如：值域 Ran(A) 可能不是闭的，逆映射也可能不是有界
的（有界逆定理表明，这两个条件是等价的）。此时会出现一种在有限维中不会出现的现象：

b ∈ Ran(A) and b /∈ Ran(A).

这表示

inf
x∈X

‖Ax− b‖Y = 0,

也就是说，可以找到一列 xn ∈ X，使得

Axn → b.

但是并不存在真正的 x ∈ X 使得

Ax = b.

注意这里的“可逼近”并不意味着问题在数值意义下是良好的。相反，它对于数值求解是一个糟糕

的现象：这说明即使得到了一组残差任意小的所谓逼近解 {xn}，但实际上它们并不会收敛到所谓
的解，甚至 {xn} 本身并不会收敛。

Example 8.1. 定义
A : `2 → `2, (Ax)n =

xn

n
.

则 A 是有界线性单射。事实上，

‖Ax‖2ℓ2 =
∞∑

n=1

|xn|2

n2
⩽

∞∑
n=1

|xn|2 = ‖x‖2ℓ2 .

它的值域为

Ran(A) =
{
y = (yn)

∞
n=1 ∈ `2 : (nyn)

∞
n=1 ∈ `2

}
.

由于有限支撑序列都属于 Ran(A)，而有限支撑序列在 `2 中稠密，所以

Ran(A) = `2.

但是 Ran(A) 6= `2。例如

y =

(
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

)
∈ `2.
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若 y = Ax，则必须有

xn = nyn = 1, n = 1, 2, . . . ,

由于 x = (1, 1, . . . ) /∈ `2，因此 y /∈ Ran(A)。所以值域虽然是稠密的，但是仍然不是闭的

Ran(A) ⊊ Ran(A) = `2.

取 x(N) = eN，则

‖x(N)‖ℓ2 = 1, Ax(N) =
1

N
eN , ‖Ax(N)‖ℓ2 =

1

N
→ 0.

因此不可能存在常数 C > 0，使得

‖x‖ℓ2 ⩽ C‖Ax‖ℓ2 , ∀x ∈ `2.

这表明，对线性方程 Ax = b 的右端施加小扰动，即使问题始终可解，相应的解的扰动也可

能是不可控的。

对于无穷维空间中的线性方程组，显然只讨论解的存在唯一性是不够的，还需要新的要求——

稳定性：要求解连续依赖于右端数据。换言之，若 Ax = b 的右端产生小扰动，则对应的解 x 的扰

动必须很小。

Definition 8.1 (稳定性). 设 X,Y 是赋范空间，A : X → Y 是单射线性算子。称方程 Ax = b

在数据空间 Ran(A) 上是稳定的，如果存在常数 C > 0，使得

‖x1 − x2‖X ⩽ C‖Ax1 −Ax2‖Y , x1, x2 ∈ X.

等价地，A−1 : Ran(A) → X 是有界线性算子。

取 x′ = x1 − x2，上述条件也可以等价改写为

‖x′‖X ⩽ C‖Ax′‖Y , x′ ∈ X.

Proposition 8.1 (闭值域与有界逆). 设 X,Y 是 Banach 空间，A : X → Y 是有界线性算

子，并且是单射。则以下两个条件等价：

Ran(A) 是Y 中的闭子空间, ⇐⇒ A−1 : Ran(A) → X 是有界线性算子.

Proof. 若 Ran(A) 是闭的，则 Ran(A) 按照 Y 中继承的范数本身是 Banach 空间。由于

A : X → Ran(A)

是有界线性双射，由有界逆定理可知

A−1 : Ran(A) → X

有界。

反过来，假设 A−1 有界。取任意收敛序列

yn ∈ Ran(A), yn → y in Y.
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对每个 n，令 yn = Axn。由于 A−1 有界，

‖xn − xm‖X = ‖A−1(yn − ym)‖X ⩽ C‖yn − ym‖Y .

因此 {xn} 是 X 中的 Cauchy 列。由 X 的完备性，存在 x ∈ X，使得

xn → x.

又因为 A 连续，

Axn → Ax.

另一方面，Axn = yn → y，故 y = Ax ∈ Ran(A)。因此 Ran(A) 是闭的。

Definition 8.2 (适定性). 设 X,Y 是赋范空间，A : X → Y 是线性算子。称线性方程

Ax = b

在数据空间 Y 上适定，如果对每个 b ∈ Y 都存在唯一解 x ∈ X，并且是稳定的。

对于 Banach 空间之间的有界线性算子 A : X → Y，若只把 b 限制在 Ran(A) 中，则 A 单射

保证解唯一，闭值域条件进一步保证问题在 Ran(A) 上稳定。若要求问题在整个 Y 上适定，则还必

须要求 A 满射；此时 A 是有界线性双射，有界逆定理自动给出 A−1 : Y → X 的有界性。因此，适

定性实际就是要求 A 是双射且有界。

9 有限秩算子与紧算子

在有限维空间之间的线性算子存在很多好的性质：始终把有限维空间映射到有限维空间，始终

把有界集映射到相对紧集。在无穷维情形下，这些性质不再自动成立，但是自然诱导出仍然满足这

些性质的算子概念。

Definition 9.1 (有限秩算子). 设 X,Y 是线性空间，T : X → Y 是线性算子。称 T 是有限

秩算子，若

dim Ran(T ) < ∞,

有限秩算子保证输出始终落在一个有限维子空间中，因此它是最接近矩阵的概念，保留了有限

维矩阵的主要特征。显然，对于有限维情形，所有的线性算子都是有限秩算子。

Example 9.1. 典型的有限秩算子形如

Tx =
m∑
j=1

fj(x)yj , fj ∈ X#, yj ∈ Y

此时

Ran(T ) ⊂ span{y1, . . . , ym}.

有限秩算子的定义是纯代数的，因此并不能保证算子的有界性，通常明确讨论有界有限秩算子。
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Example 9.2 (有限秩算子不一定有界). 设 X = c00，即只有有限项非零的实数列全体，配

备上确界范数 ‖x‖∞ = supn |xn|。定义 T : X → X 为

T (x1, x2, x3, . . . ) =

(
∞∑
k=1

kxk, 0, 0, . . .

)
.

由于输入序列只有有限项非零，该求和总是有限和，因此定义合理。T 的值域包含在第一个

坐标的一维子空间中，故 dim Ran(T ) = 1，是有限秩算子。取 en 为第 n 个标准单位向量，

则 ‖en‖∞ = 1，而

Ten = (n, 0, 0, . . . ) ⇒ ‖Ten‖∞ = n → ∞,

故 T 无界。

我们还要引入一类具有某种有限维紧性特征的算子，称为紧算子。

Definition 9.2 (紧算子). 设 X,Y 是赋范线性空间，T : X → Y 是线性算子。若 T 把 X 中

的有界集映成 Y 中的相对紧集，则称 T 是紧算子。等价地，若对任意有界序列 {xn}∞n=1 ⊂ X，

序列 {Txn}∞n=1 ⊂ Y 都存在范数收敛子列，则 T 是紧算子。紧算子空间记作 C(X,Y )。

下面的命题会保证紧算子全体组成的空间是一个闭空间，即一系列紧算子的极限也是紧算子。

Proposition 9.1 (紧算子的算子范数闭性). 设 X 是赋范线性空间，Y 是 Banach 空间。
则紧算子空间 C(X,Y ) 是 L(X,Y ) 在算子范数下的闭子空间。换言之，若一系列的紧算子

{Tm} ⊂ C(X,Y ) 在算子范数下收敛到 T ∈ L(X,Y )，

‖Tm − T‖L(X,Y ) → 0,

则 T 也是紧算子。

Proof. 下面只证明闭性。设 {xk}∞k=1 ⊂ X 是任意有界序列，由于 T1 是紧算子，可以从 xk 中抽

取一个子列，使得该子列在 T1 作用下收敛。再从这个子列中抽取一个更小的子列，使其在 T2 作用

下收敛。如此继续，可以得到一族逐层嵌套的子列。取其对角子列 {zk}，则对每个固定的 m，序列

{Tmzk}∞k=1 都收敛，因而是 Cauchy 序列。用 ε− δ 语言容易证明 {Tzk}∞k=1 是 Banach 空间 Y 的

Cauchy 序列，由于 Y 完备，{Tzk}∞k=1 在 Y 中收敛。因此，任意有界序列经过 T 作用后都存在范

数收敛子列，所以 T 是紧算子。

下面的两个命题表明，有界有限秩算子、紧算子和有界算子存在包含关系。

Proposition 9.2 (紧算子的有界性). 紧算子一定是有界线性算子。

Proof. 设 X,Y 是赋范线性空间，T : X → Y 是紧算子。若 T 无界，则存在序列 {xn}∞n=1 ⊂ X 满

足 ‖xn‖ = 1，但 ‖Txn‖ → ∞。此时 {xn} 是 X 中的有界序列，但 {Txn} 的任何子列都不可能范
数收敛（因为范数趋于无穷），这与 T 是紧算子矛盾。因此 T 必有界。

Proposition 9.3 (有限秩算子的紧性). 有界有限秩算子一定是紧算子。
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Proof. 设 T : X → Y 是有界线性算子且 dim Ran(T ) < ∞。任取 X 中的有界集 B，由于 T 有界，

T (B) 是 Y 中的有界集。又因为 Ran(T ) 是有限维子空间且 T (B) ⊂ Ran(T )，故 T (B) 包含在有限

维赋范空间 Ran(T ) 中。有限维赋范空间中的有界闭集是紧集，从而有界集相对紧，因此 T (B) 在

Ran(T ) 中相对紧，进而在 Y 中也相对紧。由紧算子的定义，T 是紧算子。

因此，存在如下包含关系

有界有限秩算子 ⊂紧算子 ⊂有界线性算子.

在有限维空间中，这些概念是统一的：所有线性算子 T 都是有界的，都是有限秩算子，都是紧算子。

无穷维空间是导致这些概念发生分裂的原因，并且此时的包含关系通常是严格的。

Example 9.3 (有界算子不一定是紧算子). 若 X 是无穷维 Banach 空间，则恒等算子

I : X → X

是有界线性算子，但不是紧算子。否则，I 会把单位闭球映成相对紧集，也就是说单位闭球

本身相对紧。这与 Riesz 紧性定理矛盾。

Example 9.4 (紧算子不一定是有限秩算子). 考虑

T : `2 → `2, (Tx)n =
xn

n
.

首先，T 是有界线性算子，因为

‖Tx‖2ℓ2 =
∞∑

n=1

|xn|2

n2
⩽

∞∑
n=1

|xn|2 = ‖x‖2ℓ2 .

因而

‖T‖L(ℓ2,ℓ2) ⩽ 1.

其次，T 不是有限秩算子，因为

Ten =
1

n
en, n = 1, 2, . . . ,

这些像向量线性无关，可以张成无穷维子空间，因此 Ran(T ) 是无穷维的。
我们用紧算子全体的闭性来证明 T 是紧算子：取

TNx =
(
x1,

x2

2
, · · · , xN

N
, 0, · · ·

)
,

则每个 TN 的值域包含在 span{e1, . . . , eN} 中，因此 TN 是有界有限秩算子，自然也是紧算

子。注意到

‖T − TN‖L(ℓ2,ℓ2) = sup
n>N

1

n
=

1

N + 1
→ 0 (N → ∞).

像空间 `2 显然完备，因此 TN 的极限 T 也是紧算子。

在无穷维空间中，有界算子的概念太大，有限秩算子的概念太小，紧算子则构成一个介于二者

之间的重要类别。它们不再是有限维矩阵本身，但保留了有限维紧性的某些影子：有界序列经过紧

算子作用后，可以抽取强收敛子列。紧性本身不是代数性质，而是拓扑性质；它依赖于范数拓扑下

的相对紧性。从谱理论中也可以体现，紧算子在谱结构上也比一般有界算子更接近有限维矩阵。
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10 特征值与谱理论

在有限维线性代数中，算子不可逆性完全由特征值刻画，无穷维情形则不同，我们关注有界逆

的存在性，需要进一步引入谱的概念。下面始终设 X 是复 Banach 空间，A : X → X 是有界线性

算子。这里只讨论复 Banach 空间到自身的算子，因为要使用到恒等算子。

Definition 10.1 (特征值). 对于线性空间 V，若存在非零向量 v ∈ V 及系数 λ ∈ F，使得

Av = λv,

则称 λ 为 A 的特征值，v 为对应的特征向量。

在有限维空间中，A− λI 不可逆当且仅当它有非零核。无穷维空间中，我们关注有界逆算子的

存在性，A− λI 不存在有界逆算子有很多原因，因此引入更广的谱概念。

Definition 10.2 (谱). 设 X 是复 Banach 空间，A : X → X 是有界线性算子。称 λ ∈ C 属
于 A 的谱，如果算子

A− λI : X → X

不是有界可逆的（即不存在定义在整个 X 上的有界逆算子）。A 的谱记作 σ(A)。

可以按照 A− λI 失去有界逆算子的原因进行进一步分类。

Definition 10.3 (点谱、连续谱与剩余谱). 设 X 是复 Banach 空间，A : X → X 是有界线

性算子。

1. 若 ker(A− λI) = {0}，对值域进行区分

(a) 若 Ran(A− λI) = X，那么 A− λI 存在有界逆算子。

(b) 若 Ran(A− λI) 6= X，但是在 X 中稠密，则称 λ 属于连续谱。

(c) 若 Ran(A− λI) 6= X，且在 X 中不稠密，则称 λ 属于剩余谱。

2. 若 ker(A− λI) 6= {0}，即 A− λI 存在非零核，则称 λ 属于点谱，记作 λ ∈ σp(A)。这

正是通常意义下的特征值。

对于有限维空间，由于 ker(A− λI) = {0} 直接等价于 Ran(A− λI) = X，因此只存在两种情

况：要么存在有界逆算子，要么是点谱（即特征值）。

Definition 10.4 (预解集和预解算子). 设 X 是复 Banach 空间，A : X → X 是有界线性算

子。谱 σ(A) 的补集称为预解集，记作

ρ(A) = C \ σ(A).

根据谱的定义可知，若 λ ∈ ρ(A)，则可以定义有界算子

R(λ,A) = (A− λI)−1

称其为 A 在 λ 处的预解算子。这里采用的是 (A− λI)−1 约定；有些教材也使用 (λI −A)−1，
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二者只相差一个负号。

Example 10.1 (一个谱严格大于特征值集合的例子). 考虑 `2 上的对角算子

A : `2 → `2, (Ax)n =
xn

n
.

对每个 k ⩾ 1，有

Aek =
1

k
ek,

因此
1

k
∈ σp(A).

另一方面，0 不是特征值，因为 A 是单射。但是 0 仍然属于谱。事实上，A−1 : Ran(A) → `2

无界；这可由

x(N) = eN , ‖x(N)‖ℓ2 = 1, ‖Ax(N)‖ℓ2 =
1

N
→ 0

说明。因此 A 没有有界逆，故

0 ∈ σ(A).

但是

0 /∈ σp(A).

实际上，

σ(A) =

{
1

n
: n = 1, 2, . . .

}
∪ {0}.

这个例子说明，在无穷维空间中，谱可以包含不是特征值的点。

这个例子也展示了无穷维谱理论的一个基本现象：特征值可能有聚点，而聚点本身不一定是特

征值。例如非零特征值序列

1,
1

2
,
1

3
, . . .

趋于 0，而 0 是谱点但不是特征值。这是有限维中不存在的结构，因为有限维算子只有有限个特征

值。

对于一般有界算子，谱结构可能远比有限维矩阵复杂。但对紧算子，仍然保留了较多有限维特

征值理论的影子。

Theorem 10.1 (紧算子的非零谱). 设 X 是复无穷维 Banach 空间，A : X → X 是紧线性

算子。则 A 的每个非零谱点都是特征值。并且每个非零特征值对应的特征子空间有限维；非

零特征值至多可数，只能以 0 为可能的聚点。

这个定理说明，紧算子虽然作用在无穷维空间上，但其非零谱仍然很接近有限维矩阵的特征值

结构。真正体现无穷维差异的是 0：它往往是谱点，并且可能不是特征值。

11 酉算子、正规算子与谱定理

有限维复内积空间中，正规矩阵可以酉对角化。把这一结论推广到 Hilbert 空间时，需要区分
两种情形：紧正规算子仍然有由特征向量组成的正交分解；一般有界正规算子则未必有特征向量，
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此时对角矩阵要由投影值测度取代。

以下均设 H 是复 Hilbert空间，并简记 L(H) := L(H,H)。对 T ∈ L(H)，其伴随算子记为 T ∗。

11.1 酉算子与正规算子

Definition 11.1 (线性等距映射). 设 H1,H2 是 Hilbert 空间，V : H1 → H2 是线性映射。

如果

‖V x‖H2
= ‖x‖H1

, ∀x ∈ H1,

则称 V 是线性等距映射。由极化恒等式，这等价于 V 保持内积：

〈V x, V y〉H2
= 〈x, y〉H1

, ∀x, y ∈ H1.

Definition 11.2 (酉算子与正规算子). 算子 U ∈ L(H) 称为酉算子，如果

U∗U = UU∗ = I.

算子 T ∈ L(H) 称为正规算子，如果

T ∗T = TT ∗.

酉算子的定义与酉矩阵完全相同：条件 U∗U = I 说明 U 保持内积和范数，而 UU∗ = I 保证

U 是满射。因此

U 酉 ⇐⇒ U 是满射的线性等距映射,

并且 U−1 = U∗。根据定义可知，每个酉算子都是正规算子。自伴算子 T = T ∗ 也是正规算子，但

酉性与自伴性互不包含。

在有限维中，线性等距映射自动是满射，所以仅验证 U∗U = I 即可。在无穷维中这一点不再

成立。

Example 11.1 (不是酉算子的单边移位). 在 `2(N) 上定义

S(x1, x2, . . . ) = (0, x1, x2, . . . ).

对任意 x, y ∈ `2(N)，按标准内积计算可得

〈Sx, y〉 =
∞∑

n=2

xn−1yn =
∞∑

n=1

xnyn+1 = 〈x, (y2, y3, . . . )〉.

因此

S∗(y1, y2, y3, . . . ) = (y2, y3, . . . ).

于是

S∗S = I, SS∗(y1, y2, . . . ) = (0, y2, y3, . . . ),

所以 SS∗ 6= I。算子 S 是线性等距映射，但不是满射，因而不是酉算子；又因为 S∗S 6= SS∗，

它也不是正规算子。

在无穷维情况下，酉算子甚至无法保证特征值和特征向量的存在性。
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Example 11.2 (没有特征值的双边移位). 在 `2(Z) 上定义

(Ux)n = xn−1, n ∈ Z.

对任意 x, y ∈ `2(Z)，有

〈Ux, y〉 =
∑
n∈Z

xn−1yn =
∑
m∈Z

xmym+1.

因此

(U∗y)m = ym+1, m ∈ Z.

这正是 U 的逆向移位，所以 U∗ = U−1，并且

U∗U = UU∗ = I.

故 U 是酉算子。若 Ux = λx 且 x 6= 0，则酉性给出 |λ| = 1；递推关系 xn−1 = λxn 又说明

|xn| 与 n 无关，这与 x ∈ `2(Z) 矛盾。因此 U 没有特征值，也不存在由特征向量组成的标准

正交基。

Proposition 11.1 (正规、自伴与酉算子的谱). 设 T ∈ L(H) 是正规算子，则

max
λ∈σ(T )

|λ| = ‖T‖.

正规算子没有剩余谱；若 λ 6= µ 是 T 的两个特征值，则相应特征空间相互正交。进一步地，

T = T ∗ =⇒ σ(T ) ⊂ R, T 酉 =⇒ σ(T ) ⊂ {z ∈ C : |z| = 1}.

这里的谱点未必是特征值；酉算子的谱可以是单位圆的无限子集，甚至没有任何特征值。

Proof. 若 N 正规，则 ‖Nx‖ = ‖N∗x‖。对 N = T − λI 使用这一等式可得

ker(T − λI) = ker(T ∗ − λI).

因此 T −λI 单射时，其值域稠密，故正规算子没有剩余谱。同一等式还说明 Tx = λx时 T ∗x = λx，

由此可得不同特征值对应的特征向量正交。

正规性和恒等式 ‖T ∗T‖ = ‖T‖2 给出 ‖T 2n‖ = ‖T‖2n；结合谱半径公式即得谱的最大模等于
‖T‖。若 T 自伴，则对 λ /∈ R 有

‖(T − λI)x‖ ⩾ | Imλ|‖x‖,

对伴随算子使用同一估计可知 T −λI 可逆。若 T 酉，则当 |λ| > 1或 |λ| < 1时，分别对 T −λI 或

T (I − λT ∗) 使用 Neumann 级数，均可得到有界逆算子。因此酉算子的谱只能位于单位圆上。
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11.2 谱定理

Theorem 11.2 (有限维谱定理). 设 A ∈ Cn×n。则以下条件等价：

1. A 正规，即 A∗A = AA∗；

2. Cn 存在一组由 A 的特征向量组成的标准正交基；

3. 存在酉矩阵 Q 和对角矩阵 D，使得 A = QDQ∗。

Remark 11.1. 若 Aej = λjej，其中 e1, . . . , en 是一组标准正交基。可以在这组基下展开向量，将 A

的作用的坐标表示为逐坐标乘法 (
c1, . . . , cn

)
7−→

(
λ1c1, . . . , λncn

)
.

这组基下的坐标称为谱坐标。

Remark 11.2. 如果从复数域改到实数域，对应的结论是：实矩阵 A 可以正交相似对角化当且仅当

A 是对称方阵。注意这里的要求不是正规矩阵。

在无穷维情形，紧算子的性质非常接近有限维，因为在紧算子的谱中：每个非零谱点都是特征

值，并且每个非零特征值对应的特征子空间有限维；非零特征值至多可数，并且只能以 0 为可能的
聚点。因此对紧正规算子的结论仍然接近于正规矩阵。

Theorem 11.3 (紧正规算子的谱定理). 设 T ∈ L(H) 是紧正规算子。那么，在各个非零特

征值（重数有限，且个数至多可数）对应的特征子空间中选取标准正交基，合并后得到特征

系统 {(λj , ej)}j∈J（同一个特征值按其重数重复出现）。可以将整个空间 H 分解为

H = ker(T )⊕ span{ej : j ∈ J},

并且将算子 T 表示为

Tx =
∑
j∈J

λj〈x, ej〉ej , ∀x ∈ H.

其中级数在 H 的范数意义下收敛。

当 H 可分时，再取 ker(T ) 的一组标准正交基，就得到一组由 T 的特征向量组成的标准正交

基；核空间中的向量对应特征值 0。这与有限维的酉对角化最接近，但“对角矩阵”成为一列趋于

0 的特征值。

在一般情形下，直接按照特征值求和的形式要改写为关于谱的积分，需要用到投影值测度。

Definition 11.3 (投影值测度). 设 T ∈ L(H)。定义在 σ(T ) 的 Borel 集 B(σ(T )) 上的映射
E 称为投影值测度，如果满足：对于任意 ∆ ∈ B(σ(T ))，E(∆) 都是 H 上的正交投影，并且

E(∅) = 0, E(σ(T )) = I, E(∆1 ∩∆2) = E(∆1)E(∆2).

此外，对任意两两不交的 Borel 集列 {∆k}

E

(
∞⋃
k=1

∆k

)
=

∞∑
k=1

E(∆k).
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Theorem 11.4 (有界正规算子的谱定理). 设 T ∈ L(H)。那么 T 正规当且仅当在 σ(T ) 上

存在唯一的投影值测度 E，使得

T =

∫
σ(T )

z dE(z).

Example 11.3 (有限维谱积分). 对正规矩阵 A，记 λ1, . . . , λm 是 A 的不同特征值，Pj 是

到相应特征子空间的正交投影，则对角化也可以写成

A =
m∑
j=1

λjPj , PiPj = 0 (i 6= j),
m∑
j=1

Pj = I.

可以用投影值测度的概念重写：投影值测度集中在有限个特征值上

E({λj}) = Pj

因此谱积分变成了有限和

A =

∫
σ(A)

z dE(z) =
m∑
j=1

λjPj .

Example 11.4 (乘法算子的谱积分). 在 L2([0, 1]) 上定义乘法算子

(Mf)(t) = tf(t).

对任意 f, g ∈ L2([0, 1])，有

‖Mf‖22 =
∫ 1

0

t2|f(t)|2 dt ⩽ ‖f‖22, 〈Mf, g〉 = 〈f,Mg〉.

因此 M 有界且自伴，并且 ‖M‖ = 1；后一个等式可由取支撑逐渐集中到 t = 1 附近的单位

函数得到。

下面验证 σ(M) = [0, 1]。若 λ /∈ [0, 1]，则

(M − λI)−1f(t) =
f(t)

t− λ
,

∥∥(M − λI)−1
∥∥ =

1

dist(λ, [0, 1]) ,

所以 λ 属于预解集。反之，对任意 λ ∈ [0, 1]，令

In = [0, 1] ∩ (λ− 1/n, λ+ 1/n), fn =
1In√
|In|

.

则 ‖fn‖2 = 1，而

‖(M − λI)fn‖2 ⩽
1

n
−→ 0.

因此 M − λI 不存在有界逆，故 λ ∈ σ(M)。综上，σ(M) = [0, 1]。

相应的谱投影为

(E(∆)f)(t) = 1∆(t)f(t).

因此

M =

∫
[0,1]

t dE(t).

对每个 λ ∈ [0, 1]，都有 E({λ}) = 0。这里的谱分解不来自特征向量的可数求和，而由投影值

测度描述。
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本节的概念关系可以概括如下。线性等距映射保持范数；当定义域和值域都是 H 时，满射的

线性等距映射就是酉算子。酉算子和自伴算子都属于正规算子，正规性则是谱定理的假设。相应的

谱分解依次为

有限维正规矩阵 =⇒ 有限个正交谱投影之和 / 正交特征向量展开,

紧正规算子 =⇒ 离散的至多可数的正交特征向量展开,

一般有界正规算子 =⇒ 投影值测度给出的谱积分.

前两种分解以特征值求和为主；一般情形还允许连续谱，因此必须使用谱积分。

12 Fourier 理论

12.1 交换群上平移的谱表示

设 G 是局部紧交换群。对 a ∈ G，在 L2(G) 上定义平移算子

τa : L2(G) → L2(G), (τaf)(x) = f(x− a),

则有

‖τaf‖2 = ‖f‖2, τaτb = τa+b = τbτa.

所以每个 τa 都是酉算子，并且

G −→ U(L2(G)), a 7−→ τa

给出 G 的平移酉表示。

Remark 12.1. 局部紧性是为了保证 G 上存在合适的平移不变测度。平移不变是指集合 E 与 E + a

具有相同测度，这种测度称为 Haar 测度。离散群上的计数测度和实轴上的 Lebesgue 测度都是具
体例子。

Remark 12.2. 一般地，设 H 是 Hilbert 空间，U(H) 是 H 上的酉算子群。群同态

π : G −→ U(H), π(a+ b) = π(a)π(b)

称为 G 在 H 上的酉表示。由同态性质，

π(0) = I, π(−a) = π(a)−1 = π(a)∗.

若 G 是拓扑群，通常还要求对每个 h ∈ H，映射 a 7→ π(a)h 连续，这称为强连续性；离散群上的

连续性条件自动成立。

记单位圆乘法群为

S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

从 G 到 S1 的群同态

χ : G −→ S1, χ(x+ y) = χ(x)χ(y),

称为 G 的特征标。如果 G 还带有拓扑，则只考虑连续特征标；对离散群，连续性自动成立。全体

特征标在逐点乘法下构成交换群

Ĝ = Homcont(G, S1),
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称为 G 的对偶群；对离散群可省略下标 cont。
用 ξ ∈ Ĝ 标记特征标 χξ。由同态性质，

τaχξ = χξ(a)χξ.

因此特征标 χξ 是所有平移算子的共同特征函数；对于平移算子 τa，相应的特征值为 χξ(a)。如果

χξ /∈ L2(G)，这个等式仍有形式意义，此时称其为广义特征函数。这些共同广义特征函数恰好由

ξ ∈ Ĝ 参数化，因此可以把 Ĝ 看作平移表示的谱参数空间。

对 f ∈ L1(G) ∩ L2(G) 定义

(CGf)(ξ) = cG

∫
G

f(x)χξ(x) dx, ξ ∈ Ĝ.

这里离散群上的积分就是求和，cG 用来调整归一化。一般的 Plancherel 定理说明，在 G 与 Ĝ 上选

取相容的测度后，CG 可延拓为酉映射

CG : L2(G) −→ L2(Ĝ), ‖CGf‖2 = ‖f‖2.

对 Ĝ 上的有界可测函数 m，记 Dm 为相应的乘法算子：

(Dmh)(ξ) = m(ξ)h(ξ).

固定 a ∈ G，令 ma(ξ) = χξ(a)，则平移在谱坐标中变成乘法算子：

CGτaC−1
G = Dma

.

更一般地，与所有平移交换的有界算子在这些谱坐标下都是乘法算子：

Aτa = τaA (∀a ∈ G) =⇒ CGAC−1
G = Dm.

这给出了平移酉表示的谱分解。这些一般结论属于调和分析，本文不作证明。

Fourier 理论正是这一抽象结构在四个交换群上的具体化。记 T = R/(2πZ)，则

G 特征标 Ĝ

Z/NZ χk(n) = e2πikn/N Z/NZ
T χk(x) = eikx Z
Z χω(n) = einω T
R χξ(x) = eixξ R

例如，在 T 上要求 eiξx 具有 2π 周期，便迫使 ξ ∈ Z；在 Z 上，ω 与 ω + 2π 给出同一序列，所以

频率参数属于 T。因此，周期性使频率离散，离散性使频率周期。在这四种情形中，抽象的谱坐标
映射 CG 分别就是 DFT、Fourier 级数、DTFT 和 Fourier 变换。

Fourier 表示 原空间 L2(G) 自然算子 Fourier 空间 L2(Ĝ) 乘子 谱类型

DFT CN 循环移位 SN CN e−2πik/N 有限谱

Fourier 级数 L2(T) D = −i∂x ℓ2(Z) k 离散谱 Z
DTFT ℓ2(Z) 双边移位 S L2(T) e−iω 单位圆上的连续谱

Fourier 变换 L2(R) D = −i∂x L2(R) ξ 连续谱 R

Remark 12.3. Fourier 理论在各个领域中有不同的系数习惯，只有对称的系数可以保证其作为酉映
射，但是差一个常系数不影响主要结论。
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12.2 离散 Fourier 变换

Definition 12.1 (离散 Fourier 变换，DFT). 对 x = (x0, . . . , xN−1) ∈ CN，定义

x̂k =
1√
N

N−1∑
n=0

xne
−2πikn/N , k = 0, . . . , N − 1.

逆变换为

xn =
1√
N

N−1∑
k=0

x̂ke
2πikn/N .

满足
N−1∑
n=0

|xn|2 =
N−1∑
k=0

|x̂k|2.

Remark 12.4. 著名的 FFT 只是计算 DFT 的快速算法，并不是另一种变换。

12.3 Fourier 级数

Definition 12.2 (Fourier 级数). 对 f ∈ L2(T)，定义 Fourier 系数

f̂(k) =
1√
2π

∫ π

−π

f(x)e−ikx dx, k ∈ Z.

得到 Fourier 级数展开
f(x) =

1√
2π

∑
k∈Z

f̂(k)eikx,

这里的等式和级数收敛均按 L2(T) 意义理解，满足 Parseval 等式∫ π

−π

|f(x)|2 dx =
∑
k∈Z

|f̂(k)|2.

12.4 离散时间 Fourier 变换

Definition 12.3 (离散时间 Fourier 变换，DTFT). 对 x ∈ `1(Z)，定义函数 X ∈ L2(T)

X(ω) =
1√
2π

∑
n∈Z

xne
−inω, ω ∈ R.

逆变换为

xn =
1√
2π

∫ π

−π

X(ω)einω dω.

由 Fourier 级数的完备性，可以唯一延拓到 `2(Z)，并且满足∑
n∈Z

|xn|2 =
∫ π

−π

|X(ω)|2 dω.

Remark 12.5. DTFT 与 Fourier 级数本质上是同一个酉对应的两个方向。
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12.5 Fourier 变换

Definition 12.4 (Fourier 变换). 对 f ∈ L1(R) ∩ L2(R)，定义

f̂(ξ) =
1√
2π

∫
R
f(x)e−ixξ dx.

逆变换

f(x) =
1√
2π

∫
R
f̂(ξ)eixξ dξ.

由 Plancherel 定理可以唯一延拓到 L2(R)，并且满足∫
R
|f(x)|2 dx =

∫
R
|f̂(ξ)|2 dξ

对一般 L2 函数，正逆变换积分都按 L2 极限理解；若 f, f̂ ∈ L1(R)，则反演公式在 f 的

Lebesgue 点成立。

Remark 12.6 (Riemann–Lebesgue 引理). 若 f ∈ L1(R)，则 f̂ 连续，且

f̂(ξ) −→ 0, |ξ| → ∞.

换言之，Fourier 变换把 L1(R) 映入 C0(R)。

13 Fredholm 算子与 Fredholm 二择一定理

在有限维线性代数中，线性方程 Tx = y 的可解性可以被维数公式很好地刻画。设

T : X → Y

是有限维线性空间之间的线性映射，那么显然有

X/ kerT ∼= Ran(T ).

对应的维数关系为

dimX − dim kerT = dim Ran(T ) = dimY − dim codim Ran(T ).

其中

codim Ran(T ) := dim(Y /Ran(T )).

特别地，若 X = Y，则

T 单射 ⇐⇒ T 满射 ⇐⇒ T 可逆.

这正是有限维线性方程理论中最核心的结构。

在无穷维情形下，单射和满射并不是等价的。

Example 13.1. 考虑 X = Y = `2，左移算子（第一位丢弃）是满射但不是单射，右移算子

（第一位补零）是单射但不是满射。

在无穷维空间中，我们关注的不是从映射角度的可逆性——如果一个映射是单射，那么总是可

以在值域上自然定义逆映射，这对于无穷维情形仍然成立，但是没什么用。我们实际关注的是有界

线性算子是否存在有界逆算子，这才对应线性方程问题的适定性。不存在有界逆的原因通常有两类：
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1. 核可能非平凡；（不是单射显然不可逆）

2. 值域可能不是整个空间，值域也可能不闭。（保证稳定性，有界逆定理）

Fredholm 理论试图在无穷维空间中延续有限维中的维数数量关系，以及单射满射和可逆的等
价关系，处理方法是只考虑一类特定的算子：它们可以不可逆，但不可逆的部分只发生在有限维方

向上。

Definition 13.1 (Fredholm 算子). 设 X,Y 是 Banach 空间，T : X → Y 是有界线性算子。

若

dim kerT < ∞, codim Ran(T ) < ∞,

并且

Ran(T ) 是Y 中的闭子空间,

则称 T 是 Fredholm 算子。

三个条件分别控制线性方程的非唯一性、不可解性障碍和稳定性：核有限维表示齐次方程的自

由方向有限；余维有限表示不可解的相容性条件只有有限多个；值域闭表示可解性对扰动稳定。

Definition 13.2 (Fredholm 指标). 若 T : X → Y 是 Fredholm 算子，则定义

ind(T ) = dim kerT − codim Ran(T ).

Proposition 13.1 (Fredholm指标为零时的可逆性判别). 设 X 是 Banach空间，T : X → X

是 Fredholm 算子，并且 ind(T ) = 0，则以下三者等价：

T 单射 ⇐⇒ T 满射 ⇐⇒ T 存在有界逆.

Proof. 若 T 单射，则 dim kerT = 0。由 ind(T ) = 0 得

codim Ran(T ) = 0.

又因为 Ran(T ) 是闭子空间，所以 Ran(T ) = X。因此 T 是双射，再由有界逆定理可知 T−1 有界。

反过来，满射且指标为零推出 dim kerT = 0，所以 T 单射。有有界逆显然等价于双射且逆连续。

这个结果在有限维中是平凡的：在有限维情形下，有限维线性算子始终是 Fredholm 算子，在
X = Y 时的 Fredholm 指标总是 0，上述定理的条件始终满足，结论自然成立。

Fredholm 算子的一个基本来源是单位算子的紧扰动：若 K : X → X 是紧算子，考虑 I −K

的可逆性分析，这在很多偏微分方程问题中是自然出现的。下面的定理表明，对于单位算子的紧扰

动，不可逆性只能来自有限维特征空间。

Theorem 13.2 (Fredholm 二择一定理). 设 X 是 Banach 空间，K : X → X 是紧算子。则

I −K 是 Fredholm 算子，并且 ind(I −K) = 0，进而有如下等价关系

I −K 单射 ⇐⇒ I −K 满射 ⇐⇒ I −K 存在有界逆.
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这个结论常写成如下二择一形式。对方程

(I −K)x = y,

恰有以下两种情况：

1. 齐次方程 (I −K)x = 0 只有零解。此时对任意 y ∈ X，非齐次方程存在唯一解。

2. 齐次方程 (I −K)x = 0 有非零解。此时 ker(I −K) 是有限维的，Ran(I −K) 是闭子空间，并

且

codim Ran(I −K) = dim ker(I −K).

从谱理论角度看，Fredholm 二择一定理也解释了为什么紧算子的非零谱点都像有限维矩阵的
特征值。由于

(I −K)x = 0 ⇐⇒ Kx = x,

1 是 K 的特征值当且仅当 I −K 不是单射。另一方面，由 Fredholm 二择一定理，I −K 单射、满

射和可逆三者等价。因此

I −K 不可逆 ⇐⇒ 1 是K 的特征值.

更一般地，若 λ 6= 0，则

λI −K = λ

(
I − 1

λ
K

)
.

由于 1
λ
K 仍然是紧算子，Fredholm 二择一定理表明 λI −K 不可逆当且仅当 K 有特征值 λ。因此，

对紧算子而言，非零谱点都是特征值。这正是紧算子谱理论中最接近有限维矩阵谱理论的一点。

在 Hilbert 空间中，值域的余维可以通过伴随算子的核表示。若 T : H1 → H2 是有界线性算子

且 Ran(T ) 闭，则
Ran(T )⊥ = kerT ∗.

因此，当 T 是 Fredholm 算子时，

ind(T ) = dim kerT − dim kerT ∗.

并且方程

Tx = y

可解当且仅当

y ⊥ kerT ∗.

Example 13.2 (积分方程). 在 L2(a, b) 中考虑

u(x)−
∫ b

a

k(x, s)u(s) ds = f(x).

若 k ∈ L2([a, b]× [a, b])，则

K : L2(a, b) → L2(a, b), (Ku)(x) =

∫ b

a

k(x, s)u(s) ds,

是 Hilbert–Schmidt 算子，因而是紧算子。原方程写作

(I −K)u = f.
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因此该方程满足 Fredholm 二择一定理：若齐次方程只有零解，则对任意 f ∈ L2(a, b) 存在

唯一解；若齐次方程有非零解，则可解性由有限多个相容性条件决定。

14 行列式与迹

迹和行列式是有限维矩阵的基本不变量。到了无穷维空间，普通的对角元求和和特征值乘积通

常不再收敛，也不一定与基的选择无关。因此这些概念只能在特殊算子类上重新定义。

14.1 迹的推广

以下关于特征值的公式均在复数域上讨论。对于有限维复线性空间 V，选定一组基以后，线性

算子 A 自然得到一个 n× n 的矩阵表示，其迹定义为

tr(A) =
n∑

j=1

ajj =
n∑

j=1

λj .

其中 λj 是 A 的特征值（按代数重数重复出现）。当空间变成无穷维时，算子通常不能由有限矩阵

表示；即使选取某种基，也往往会得到无穷矩阵。此时对角元之和

∞∑
j=1

〈Tej , ej〉

未必收敛；即使收敛，也未必与所选基无关。因此，对于一般的无穷维有界线性算子，迹并没有自

动定义。

Definition 14.1 (迹类算子). 设 H 是复可分 Hilbert 空间，T ∈ L(H) 是紧线性算子。记 T

的奇异值为

sj(T ), j = 1, 2, . . . ,

也就是非负算子 (T ∗T )1/2 的特征值，按重数排列。若

∞∑
j=1

sj(T ) < ∞,

则称 T 是迹类算子。

Definition 14.2 (迹类算子的迹). 设 T 是复可分 Hilbert空间 H 上的迹类算子，{ej}∞j=1 是

H 的一组标准正交基。定义

tr(T ) =
∞∑
j=1

〈Tej , ej〉.

该级数绝对收敛，并且其值与所选标准正交基无关。

在迹类算子上，有限维迹的一些基本性质仍然成立。例如，迹是线性的：

tr(αS + βT ) = α tr(S) + β tr(T ),

并且若 T 是迹类算子，B ∈ L(H)，则满足循环性质：

tr(BT ) = tr(TB).
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14.2 行列式的推广

行列式的推广比迹更加困难。对于有限维复线性空间 V，选定一组基以后，线性算子 A 自然

得到一个 n× n 的矩阵表示，其行列式定义为

det(A) =
n∏

j=1

λj .

其中 λj 是 A 的特征值（按代数重数重复出现）。在无穷维中，特征值可能有无穷多个，也可能存

在连续谱。即使存在一列特征值，形式上的无穷乘积

∞∏
j=1

λj

也通常没有良好的收敛性。因此，一般无穷维算子没有自然的行列式。

Definition 14.3 (Fredholm 行列式). 设 T 是复可分 Hilbert 空间上的迹类算子。将 T 的非

零特征值按照代数重数重复计数，记为 {λj}。定义 I + T 的 Fredholm 行列式为

det(I + T ) =
∏
j

(1 + λj).

迹类算子保证 ∑
j

|λj | < ∞,

从而上述无穷乘积具有良好的收敛性。因此，Fredholm 行列式可以看作有限维公式

det(I +A) =
n∏

j=1

(1 + λj)

在迹类算子上的无穷维延伸。Fredholm 行列式不是对任意无穷维算子 A 定义 det(A)，而是对恒等
算子的迹类扰动算子

I + T

进行定义，其中 T 是迹类算子。

一般有界算子没有自然的迹和行列式。迹类算子提供了一个足够小的算子类别，使无穷级数和

无穷乘积具有良好意义，并保留一部分有限维公式。

15 从有限维到无穷维的总览

从有限维线性代数进入无穷维泛函分析，核心变化不是“矩阵变成无穷矩阵”，而是有限维中

自动统一的结构在无穷维中发生分裂。有限维里，线性结构几乎决定一切：范数等价、子空间闭合、

线性算子连续、单位球紧、代数可逆通常也意味着稳定可逆。进入无穷维后，这些性质不再由线性

结构自动保证，必须分别由拓扑、完备性、对偶性、紧性和算子估计来控制。这种分裂也解释了泛

函分析中大量新概念的来源。Banach 空间处理完备性，连续对偶和弱拓扑处理极限过程，自反性
和 Banach–Alaoglu 定理补偿强紧性的丢失，闭子空间和投影定理控制最佳逼近，有界逆、闭值域
和适定性刻画线性方程的稳定性，紧算子、迹类算子和 Fredholm 行列式则是在特殊算子类上恢复
一部分有限维矩阵理论。

有限维与一般无穷维之间的主要差异可以压缩为下表：
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有限维线性代数 无穷维泛函分析

基是有限线性组合 Hamel 基、Schauder 基、Hilbert 基分化
所有范数等价 不同范数诱导不同拓扑

空间自动完备 赋范空间未必完备，需要 Banach 空间
代数对偶等于连续对偶 代数对偶与连续对偶分离

有界闭集紧 单位球通常不紧

强收敛与弱收敛等价 强收敛与弱收敛分离

子空间自动闭合 子空间可能稠密但不闭

任意子空间可投影 正交投影需要闭子空间

线性算子自动连续 线性算子可能无界

可逆性自动稳定 逆算子可能无界，值域可能不闭

谱基本就是特征值 谱包含点谱、连续谱、剩余谱

所有矩阵有迹和行列式 迹和行列式只在特殊算子类上恢复

在实际分析和数值问题中，经常不需要面对最一般的 Banach 空间，而是工作在可分 Hilbert
空间中（例如 `2、L2(Ω)、和 Hk(Ω)）。此时内积和可数标准正交基恢复了很多有限维欧氏空间的几

何图像：对偶可以由 Riesz 表示定理识别为自身，闭子空间有正交投影，Hilbert 空间自反，弱紧性
也更容易使用。但可分 Hilbert 空间只是“最接近有限维”的无穷维空间，不是有限维空间。只要
维数仍然无穷，单位球的范数紧性、强弱收敛的分离、非闭子空间、非紧有界算子、连续谱、无界

算子和不适定逆问题仍然存在。它简化的是一般 Banach 空间的粗糙性，而不是消除无穷维本身的
困难。

可分 Hilbert 空间在这两方面的位置可以概括为：

一般无穷维空间中的复杂性 可分 Hilbert 空间中的情况

可能没有可数基 有可数标准正交基

连续对偶可能很复杂 由 Riesz 定理识别为自身
双对偶可能严格更大 Hilbert 空间自反
一般没有正交结构 有内积和正交投影

闭子空间未必有补 闭子空间有正交补

单位球不紧 仍然不紧

强弱收敛分离 仍然分离

子空间可能不闭 仍然可能不闭

有界算子不一定紧 仍然不一定紧

谱不等于特征值集合 仍然不等于

无界算子需要定义域理论 仍然需要

逆算子可能无界 仍然可能无界

换言之，如果只在可分 Hilbert 空间中工作，那么很多结构会重新变得接近有限维：可以用正
交基展开，可以用内积表示对偶，可以对闭子空间做正交投影，也可以利用自反性得到弱紧性。但

是，只要空间仍然是无穷维的，范数紧性的丢失、强弱收敛的分离、非闭子空间、非紧有界算子、连

续谱、无界算子和不适定逆问题仍然是不可避免的。可分 Hilbert 空间是无穷维分析中最接近有限
维欧氏空间的情形，但它仍然不是有限维线性代数。
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第三部分 基本定理篇

16 Baire 纲定理

Baire纲定理是从完备性提取全局信息的基本工具。它说明，完备度量空间不可能由可数个“处
处稀薄”的闭集拼成；这个看似拓扑的结论将直接用于证明一致有界原理和开映射定理。

Theorem 16.1 (Baire 纲定理). 完备度量空间不能表示为可数个无处稠密闭集的并。

Proof. 反设完备度量空间 X 可以写成

X =
∞⋃

n=1

Fn,

其中每个 Fn 都是无处稠密闭集。任取一个非空开球 B0。由于 F1 无处稠密，可以在 B0 \ F1 中取

一个闭球 B1，使得 B1 ⊂ B0 \ F1。

递归地，若已经取到闭球 Bn−1，则 Fn 在 Bn−1 的内部不可能稠密。因此可以选取闭球 Bn，

满足

Bn ⊂ int(Bn−1) \ Fn, diam(Bn) < 2−n.

这些闭球彼此嵌套，且直径趋于零。取各球心 xn，则 {xn} 是 Cauchy 列。由完备性，xn → x ∈ X。

闭球的嵌套性给出

x ∈
∞⋂

n=1

Bn.

但 Bn ∩ Fn = ∅，所以 x /∈ Fn 对所有 n 都成立，这与 X =
⋃

n Fn 矛盾。

直观地说，一个完备空间不能被可数个“没有内部”的薄集合完全填满。这个定理本身看起来

不像线性代数，但它是 Banach空间理论中许多结论的基础。有限维中，很多结论可以通过紧性、坐
标分解或矩阵计算直接得到；而在无穷维 Banach 空间中，单位球不再紧，坐标也未必可用，于是
完备性开始发挥核心作用。可以把 Baire 纲定理理解为：完备性虽然不能恢复有限维的紧性，但它
仍然排除了很多病态情况。

Corollary 16.2 (无穷维 Banach 空间没有可数 Hamel 基). 无穷维 Banach 空间不可能有
可数 Hamel 基。

Proof. 若 {en}∞n=1 是 Banach 空间 X 的 Hamel 基，令

Xn = span{e1, . . . , en}.

Hamel 基只允许有限线性组合，因此 X =
⋃∞

n=1 Xn。每个 Xn 都是有限维闭子空间。又因为 X 无

穷维，Xn 是 X 的真子空间，因而没有内点。于是 X 是可数个无处稠密闭集的并，与 Baire 纲定
理矛盾。

Example 16.1. 考虑空间

c00 = {x = (xj)j⩾1 : xj 只有有限个非零项},

并赋予 `2 范数。显然 c00 不完备，它的完备化空间是 `2。
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注意到 c00 是无穷维空间，而且

c00 =

∞⋃
n=1

span{e1, . . . , en}.

右端每个子空间在 c00 中都是无处稠密闭集。由 Baire 纲定理及其推论也可以得到 c00 不完

备。

在上面这个例子中，尤其要注意区分基的概念：c00 存在可数 Hamel 基 {en}，不完备；它的完
备化空间是 `2，由上述命题可知，`2 不存在可数 Hamel 基；在配置 `2 内积后，`2 作为 Hilbert 空
间，存在可数的标准正交基 {en}。

17 开映射定理与有界逆定理

Theorem 17.1 (开映射定理与有界逆定理). 若 X,Y 是 Banach 空间，T : X → Y 是有界

线性算子，并且 T 是满射，则 T 把 X 中的开集映成 Y 中的开集。特别地，若 T : X → Y

是有界线性双射，则

T−1 : Y → X

也是有界线性算子。

Proof. 先证明开映射定理。记 BX = BX(0, 1)。由 T 满射，

Y =
∞⋃

n=1

T (nBX) ⊂
∞⋃

n=1

T (nBX).

由 Baire 纲定理，存在 n，使得 T (nBX) 含有一个开球 B(y0, r)。将该球中关于 y0 对称的两点相

减，可得

BY (0, 2r) ⊂ T (2nBX).

缩放后存在 δ > 0 使得

BY (0, δ) ⊂ T (BX).

还需要把右端的闭包去掉。若 ‖y‖Y < δ/2，由上式及缩放，可以依次选取 xj ∈ X，使得

‖xj‖X < 2−j , ‖y − T (x1 + · · ·+ xj)‖Y <
δ

2j+1
.

级数
∑

j xj 在 Banach 空间 X 中收敛到某个 x，且 ‖x‖X < 1。由 T 连续，

Tx = y.

因此

BY (0, δ/2) ⊂ T (BX).

通过平移和缩放可知，T 把任意开集映成开集。

若 T 还是双射，则上面的球包含关系说明：对任意 y ∈ Y，

‖T−1y‖X ⩽ 2

δ
‖y‖Y .

所以 T−1 有界，这就是有界逆定理。
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Example 17.1 (微分算子的开映射性质). 考虑 C([0, 1]) 配备范数

‖u‖C = sup
x∈[0,1]

|u(x)|.

以及 C1([0, 1]) 配备范数

‖u‖C1 = ‖u‖C + ‖u′‖C .

易得这两个空间都是 Banach 空间。考虑微分算子

D : C1([0, 1]) → C([0, 1]), Du = u′,

可以证明 D 是有界线性算子：对任意 u ∈ C1([0, 1])

‖Du‖C = ‖u′‖C ⩽ ‖u‖C1 .

并且 D 是满射：对任意 f ∈ C([0, 1])，取

u(x) =

∫ x

0

f(t) dt,

易得 Du = f 以及

‖u‖C1 =

∥∥∥∥∫ x

0

f(t) dt
∥∥∥∥
C

+ ‖f‖C ⩽ 2‖f‖C

应用开映射定理可得到：D 把 C1([0, 1]) 中的开集映成 C([0, 1]) 中的开集。

注：显然微分算子 D 不是单射，因为常数函数构成它的核。

有界逆定理在有限维中上述结论是平凡的：矩阵 A 可逆时，逆矩阵 A−1 也自动存在并且连续。

因此，有限维中通常不会区分“代数上有唯一解”和“解对数据稳定依赖”。但是在无穷维中，这两

件事必须分开：一个线性方程

Tx = y

即使对每个 y 都存在唯一解，也不必然说明求解过程是稳定的。如果逆算子无界，那么右端 y 的一

个很小扰动可能导致解 x的巨大变化。这正是不适定问题的典型来源。有界逆定理表明：在 Banach
空间之间，如果 T 本身有界、双射，并且两个空间都完备，那么代数可逆性可以提升为稳定可逆

性。这可以看作有限维中“可逆矩阵必有连续逆”的无穷维版本。

有界逆定理可以用来证明两个范数的等价关系：只需要一个方向的范数控制不等式就足够了。

Corollary 17.2 (完备范数的等价性判别). 若同一个线性空间上赋予两个范数 ‖ · ‖1 和 ‖ · ‖2
都是 Banach 空间，且存在常数 C 使得 ‖x‖2 ⩽ C‖x‖1 对所有 x 成立，则这两个范数等价

（即存在 C ′ 使得 ‖x‖1 ⩽ C ′‖x‖2）。

Proof. 由条件可知恒等映射
I : (X, ‖·‖1) → (X, ‖·‖2)

是双射且有界。由于两个空间都完备，有界逆定理说明 I−1 有界，即存在 C ′ > 0 使得

‖x‖1 ⩽ C ′‖x‖2.
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完备性在这里还是发挥了重要作用，缺乏完备性时，单向的范数控制不等式无法推出范数等价。

Example 17.2. 考虑空间

c00 = {x = (xj)j⩾1 : xj 只有有限个非零项},

并分别配备 `1 范数和 `∞ 范数。注意 (c00, ‖·‖ℓ1) 和 (c00, ‖·‖ℓ∞) 都不完备。显然 ‖·‖ℓ1 可以
控制 ‖·‖ℓ∞

‖x‖ℓ∞ ⩽ ‖x‖ℓ1

但是 ‖·‖ℓ∞ 无法控制 ‖·‖ℓ1，两个范数不等价。

18 闭图像定理

Theorem 18.1 (闭图像定理). 若 X,Y 是 Banach 空间，T : X → Y 是定义在整个 X 上的

线性算子，则 T 有界当且仅当它的图像

G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ X} ⊂ X × Y

是闭的。

Proof. 若 T 有界，设 xn → x 于 X 且 Txn → y 于 Y。由连续性，Txn → Tx，所以 y = Tx。因

此 G(T ) 是闭集。
反之，设 G(T ) 闭。因为 X × Y 是 Banach 空间，G(T ) 也是 Banach 空间。考虑投影

P : G(T ) → X, P (x, Tx) = x.

这是有界线性双射。由有界逆定理，逆映射

P−1 : X → G(T ), P−1x = (x, Tx),

有界。因此存在 C > 0 使得

‖x‖X + ‖Tx‖Y ⩽ C‖x‖X ,

从而 ‖Tx‖Y ⩽ C‖x‖X。所以 T 有界。

闭图像定理在有限维中是平凡的结论：在有限维中，任何线性映射都连续，它的图像总是闭的。

有限维中的线性已经足够推出连续性，但是在无穷维中的线性映射可以不连续。

闭图像定理的直观意义是：在 Banach 空间的完备性前提下，一个线性算子 T 只要保证“输入

收敛到 x，输出也收敛到 Tx”，那么这个算子就是有界的。并且反过来也成立，一个无界线性算子

一定会存在这样的异常情况：输入收敛到 x，输出却不收敛到 Tx。

从实践的角度来说，直接估计

‖Tx‖Y ⩽ C‖x‖X

有时并不容易，闭图像定理提供了另一条更容易的证明路线：只要能够证明

(xn → x, Txn → y) → y = Tx

就可以推出 T 连续。偏微分方程和算子理论中的很多连续性证明都是基于这条路线进行的。
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Example 18.1 (处处定义但无界的线性算子). 记 {en}n⩾1 为 `2 的标准正交序列。它是线性

无关的，因而可以扩充为 `2 的一组 Hamel 基 B。在 B 上指定

Ten = ne1, n ⩾ 1,

并令

Tb = 0, b ∈ B \ {en : n ⩾ 1}.

由于每个 x ∈ `2 都能唯一表示为有限个 Hamel 基向量的线性组合，上述规定唯一确定了一
个处处定义的线性算子

T : `2 → `2.

由

‖en‖ℓ2 = 1, ‖Ten‖ℓ2 = n

可知 T 是无界线性算子。下面说明其图像也不是闭的：取

xn =
1

n
en.

则

xn → 0, Txn = e1 → e1.

因此在图像 G(T ) 中
G(T ) 3 (xn, Txn) → (0, e1) /∈ G(T )

这里 (0, e1) /∈ G(T ) 是因为 T0 = 0 6= e1。

Theorem 18.2 (Hellinger–Toeplitz 定理). 设 H 是 Hilbert 空间，T : H → H 是定义在整

个 H 上的线性算子。若 T 是对称的，即

〈Tx, z〉 = 〈x, Tz〉, x, z ∈ H,

则 T 是有界线性算子。

Proof. 由闭图像定理，只需证明 G(T ) 是闭集。设

xn → x, Txn → y in H.

对任意 z ∈ H，由内积的连续性和 T 的对称性，

〈y, z〉 = lim
n→∞

〈Txn, z〉 = lim
n→∞

〈xn, T z〉 = 〈x, Tz〉 = 〈Tx, z〉.

因此 〈y − Tx, z〉 = 0 对所有 z ∈ H 成立。取 z = y − Tx，得到 y = Tx。所以 (x, y) ∈ G(T )，即
G(T ) 是闭集。由闭图像定理，T 有界。

这里“定义在整个 H 上”不可省略。一般的无界对称算子只能定义在 H 的真子空间上；

Hellinger–Toeplitz 定理说明，处处定义的对称算子不可能无界。

Remark 18.1 (从无界微分算子到 Sobolev 空间与弱解). Hellinger–Toeplitz 定理在现代 PDE 理论
中扮演的最核心角色是一个“否定性定理”（No-Go Theorem）的警示牌：它彻底堵死了在古典分
析框架内处理微分算子的老路，从而迫使人们开辟无界算子理论与弱解理论的全新范式。以 PDE
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中最基本的拉普拉斯算子 ∆ 为例。我们自然地希望在 L2(Rd) 中研究它。通过经典的分部积分，只

要边界项消失，例如考虑光滑紧支函数，就有

〈−∆u, v〉L2 =

∫
Rd

∇u · ∇v dx = 〈u,−∆v〉L2 ,

这说明 −∆ 在 L2 内积下是对称的。然而它却是无界的。固定非零实值函数 ϕ ∈ C∞
c (Rd)，令

uk(x) = kd/2ϕ(kx).

此时 ‖uk‖L2 = ‖ϕ‖L2，而

∆uk(x) = kd/2+2(∆ϕ)(kx).

因此

‖∆uk‖L2 = k2‖∆ϕ‖L2 .

由于非零紧支光滑函数不可能满足 ∆ϕ = 0，故

‖∆uk‖L2

‖uk‖L2

= k2 ‖∆ϕ‖L2

‖ϕ‖L2

→ ∞.

所以 −∆ 不是 L2(Rd) 上的有界算子。此时由 Hellinger–Toeplitz 定理可知：既然 ∆ 对称且无界，

它就不可能定义在整个 L2 上。这意味着，如果要在 Hilbert 空间框架下研究微分方程，就必须放弃
“算子处处有定义”的要求，转而接受算子带有一个稠密定义域。为了给微分运算提供一个同时足够

大又能保证完备性的空间，需要引入 Sobolev空间。例如，∆在 L2(Rd)上的自然定义域是 H2(Rd)；

它是 L2 的稠密子空间，并且在 H2 范数下成为 Hilbert 空间。无界自伴算子理论以及 PDE 中的弱
解与强解理论都建立在这一框架之上。

19 一致有界原理（共鸣定理）

Theorem 19.1 (一致有界原理，也称 Banach–Steinhaus 定理). 设 X 是 Banach 空间，Y

是赋范空间，F ⊂ L(X,Y ) 是一族有界线性算子。如果对每个固定的 x ∈ X，都有

sup
T∈F

‖Tx‖Y < ∞,

那么事实上

sup
T∈F

‖T‖L(X,Y ) < ∞.

Proof. 对每个正整数 n，令

En =

{
x ∈ X : sup

T∈F
‖Tx‖Y ⩽ n

}
.

每个 En 都是闭集。事实上，若 xk ∈ En 且 xk → x，则对任意 T ∈ F，连续性给出

‖Tx‖Y = lim
k→∞

‖Txk‖Y ⩽ n.

逐点有界性说明 X =
⋃∞

n=1 En。由 Baire 纲定理，某个 EN 含有开球 B(x0, r)。若 ‖x‖X ⩽ 1，则

x0 +
r

2
x ∈ EN , x0 −

r

2
x ∈ EN
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因此对所有 T ∈ F，
r‖Tx‖Y ⩽ ‖T (x0 +

r
2
x)‖Y + ‖T (x0 − r

2
x)‖Y ⩽ 2N.

于是

‖T‖L(X,Y ) ⩽
2N

r
, T ∈ F ,

结论成立。

这条定理的有限维版本非常简单：若 X 是有限维的，取一组基 e1, . . . , en。如果每个 Tej 关于

有界线性算子族 T ∈ F 都一致有界，那么任意 x =
∑n

j=1 cjej 的像也可以被这些有限个方向上的界

控制。因此，在有限维中，“逐点有界”转化为“算子范数有界”是显然的。无穷维中问题在于：方

向有无穷多个，而且不能只检查有限组基向量。一个算子族可能在每个固定向量上看起来都没有发

散，但不同算子可能在越来越多的新方向上变得很大。一致有界原理表明，在 Banach 空间的完备
性假设下，如果一族连续线性算子在每个具体输入上都稳定，那么它们作为算子整体也是稳定的。

Corollary 19.2 (逐点收敛算子列的一致有界性). 设 X 是 Banach 空间，Y 是赋范空间，且
Tn ∈ L(X,Y )。若对每个 x ∈ X，序列 {Tnx} 都在 Y 中收敛，则

sup
n
‖Tn‖ < ∞.

此时可以自然定义极限算子 T : X → Y

Tx := lim
n→∞

Tnx

可以保证 T 是有界线性算子，并且

‖T‖ ⩽ lim inf
n→∞

‖Tn‖.

Proof. 对每个 x ∈ X，收敛列 {Tnx} 必然有界，所以一致有界原理给出

sup
n
‖Tn‖ < ∞.

极限算子 T 的线性性由逐点取极限得到。由于

‖Tx‖Y = lim
n→∞

‖Tnx‖Y ⩽ (sup
n
‖Tn‖)‖x‖X ,

因此 T 有界。对任意 x ∈ X 还有

‖Tx‖Y ⩽
(

lim inf
n→∞

‖Tn‖
)
‖x‖X .

对 ‖x‖X ⩽ 1 取上确界，即得

‖T‖ ⩽ lim inf
n

‖Tn‖.

一致有界原理经常被反向地使用：在 Banach 空间中，构造一列有界线性算子 {Tn}，使得算子
范数 ‖Tn‖ → ∞ 发散，那么必然可以存在某个输入 x，使得对应输出不可能保持有界

sup
n

‖Tnx‖ = ∞

一致有界原理依赖于空间的完备性；空间不完备时，结论一般不成立。
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Example 19.1. 考虑空间

c00 = {x = (xj)j⩾1 : xj 只有有限个非零项},

并赋予 `2 范数。显然 c00 不完备，它的完备化空间是 `2。定义 Tn : c00 → R 如下

Tnx = nxn, x = (xj) ∈ c00.

显然 Tn 是有界线性算子，并且 ‖Tn‖ = n，因此

sup
n

‖Tn‖ = ∞

对每个固定的 x ∈ c00，只有有限个 xn 非零，所以

sup
n

|Tnx| < ∞.

因此逐点有界。

20 Hahn–Banach 定理

前面几条定理依赖 Banach空间的完备性，Hahn–Banach定理关注的则是连续线性泛函的延拓
与分离，并不要求空间完备。

Theorem 20.1 (Hahn–Banach 定理). 设 X 是实或复赋范空间。若 Y ⊂ X 是线性子空间，

f ∈ Y ∗，则存在 F ∈ X∗，使得

F |Y = f, ‖F‖X∗ = ‖f‖Y ∗ .

Proof. 先考虑实数情形。记 C = ‖f‖Y ∗，并令 p(x) = C‖x‖。先说明如何把满足 g ⩽ p 的线性泛

函 g : M → R 从子空间 M 延拓到多一个方向的空间。取 x0 /∈ M，考虑

G(m+ tx0) = g(m) + ta.

为了使 G ⩽ p，只需选择 a 满足

sup
m∈M

(
g(m)− p(m− x0)

)
⩽ a ⩽ inf

m∈M

(
p(m+ x0)− g(m)

)
.

这个区间非空。事实上，对任意 m,n ∈ M，由 g ⩽ p 和 p 的次可加性，

g(m)− p(m− x0) ⩽ p(n+ x0)− g(n).

因此一步延拓总能完成，并且仍保持 G ⩽ p。

现在考虑所有满足 G|Y = f 且 G ⩽ p 的线性延拓，按定义域包含关系排序。任意全序链的并

仍是一个满足相同控制的线性延拓。由 Zorn 引理，存在极大延拓 F。若其定义域不等于 X，上面

的一步延拓还可以增加一个方向，与极大性矛盾。因此 F 定义在整个 X 上，并满足

|F (x)| ⩽ C‖x‖.

所以 ‖F‖X∗ ⩽ C。另一方面，F |Y = f 给出 ‖F‖X∗ ⩾ ‖f‖Y ∗ = C，故两者相等。
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若 X 是复赋范空间，把 X 和 Y 暂时看成实赋范空间，并令

u(y) = Re f(y), y ∈ Y.

则 u 是实线性泛函。显然 ‖u‖ ⩽ ‖f‖；反过来，对任意 y ∈ Y，可以选择模为 1 的标量 α，使

αf(y) = |f(y)|，从而
|f(y)| = u(αy) ⩽ ‖u‖‖y‖.

因此 ‖u‖ = ‖f‖。由实数情形，u 可以等范数延拓为实线性泛函 U : X → R。定义

F (x) = U(x)− iU(ix).

直接计算可知 F 是复线性的。对 y ∈ Y，有

F (y) = Re f(y)− i Re f(iy) = f(y),

所以 F |Y = f。又因为 ReF = U，对任意 x ∈ X 选择模为 1 的标量 α，使得 αF (x) = |F (x)|，便
有

|F (x)| = U(αx) ⩽ ‖U‖‖x‖ = ‖f‖‖x‖.

因而 ‖F‖ ⩽ ‖f‖；结合 F |Y = f，得到 ‖F‖ = ‖f‖。

在有限维空间中，延拓线性泛函本身并不神秘。给定子空间 Y 的一组基，把它扩充成整个空间

X 的一组基，然后在新增加的基向量上任意指定泛函值，就得到一个线性延拓。有限维中真正容易

被忽略的是：由于所有范数等价、所有线性泛函连续，延拓后的连续性通常不是问题。无穷维中困

难恰恰在这里。代数上仍然可以延拓，但延拓之后是否仍然连续、范数是否可控，是一个非平凡问

题。Hahn–Banach 定理说明：连续线性泛函具有足够多的延拓，而且可以保持范数不变。
Hahn–Banach 定理的直观意义是：无穷维空间中的点和子空间仍然可以被连续线性泛函有效

地区分。有限维中经常用法向量、超平面、线性方程来分离点和子空间；Hahn–Banach 定理就是这
种几何分离思想在无穷维空间中的延续。因此它也是对偶空间理论、弱拓扑、凸分析和分离定理的

基础。

Corollary 20.2 (范数可由连续泛函检测). 设 X 是实或复赋范空间。若 x ∈ X 且 x 6= 0，

则存在 f ∈ X∗，使得

‖f‖X∗ = 1, f(x) = ‖x‖.

Proof. 在一维子空间 span{x} 上定义

f0(tx) = t‖x‖.

则 ‖f0‖ = 1。由 Hahn–Banach 定理，f0 可以等范数延拓为 X 上的连续线性泛函 f。于是

‖f‖X∗ = 1, f(x) = ‖x‖.
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Example 20.1. 在实 Banach 空间 `1 中考虑任意 x = (xj) ∈ `1，定义

aj =

1, xj ⩾ 0,

−1, xj < 0.

则 a = (aj) ∈ `∞，并且泛函

fa(y) =

∞∑
j=1

ajyj

满足 ‖fa‖ = 1 以及 fa(x) = ‖x‖ℓ1。

下面这个结论则是商空间、弱拓扑和凸分离理论中反复使用的基本工具。

Corollary 20.3 (闭子空间与外点可分离). 设 X 是实或复赋范空间，M ⊂ X 是闭线性子空

间。若 x ∈ X \M，则存在 f ∈ X∗，使得

f(M) = {0}, f(x) 6= 0.

Proof. 考虑商空间 X/M 及商映射 Q : X → X/M。因为 M 闭且 x /∈ M，所以

‖Qx‖X/M = dist(x,M) > 0.

由上一个推论，存在 ϕ ∈ (X/M)∗ 使得 ϕ(Qx) 6= 0。令 f = ϕ ◦ Q，则 f ∈ X∗，f |M = 0 且

f(x) 6= 0。

Example 20.2. 在 `2 中取闭子空间

M = {y = (yj) ∈ `2 : y1 = 0},

并令 x = e1 = (1, 0, 0, . . .)。坐标泛函

f(y) = y1

属于 (`2)∗，且 ‖f‖ = 1。显然 f(y) = 0 对所有 y ∈ M 成立，而 f(e1) = 1。因此，f 将闭子

空间 M 与外点 e1 分离开来。

21 基本定理之间的联系

这一篇的定理可以分成两条主线。第一条主线来自完备性：Baire 纲定理直接推出一致有界原
理和开映射定理；有界逆定理是开映射定理的推论；闭图像定理又可以由有界逆定理得到。它们的

逻辑关系可以概括为

Baire 纲定理 =⇒

开映射定理 =⇒有界逆定理 =⇒闭图像定理,

一致有界原理.

开映射定理把满射这一代数性质提升为开性和定量可解性；有界逆定理保证双射有界算子的逆仍然

有界；闭图像定理则把极限过程中的闭性提升为算子的连续性。这三者从不同角度表达了同一现象：
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Banach 空间之间的线性问题一旦具有适当的代数性质或闭性，就会自动获得稳定性。一致有界原
理把算子族的逐点有界提升为统一的范数有界。

第二条主线是 Hahn–Banach 定理。它不依赖完备性，而是通过线性延拓和极大性原理保证连
续线性泛函足够丰富。借助这些泛函，可以刻画范数、分离点与闭子空间，并把向量问题转化为数

值问题。因此，Baire 纲定理提供的是完备空间中的整体控制，Hahn–Banach 定理提供的是连续对
偶中的观测与分离；二者共同构成 Banach 空间理论的基础工具。

有限维中，上述结论常可借助坐标、矩阵和紧性直接得到。在无穷维中，单位球通常不紧，坐

标也未必可用，因此完备性与连续对偶承担了这些结构性作用。前面的反例也说明，若缺少完备性，

一致有界、开映射、有界逆和闭图像等结论都可能失效。
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第四部分 数值篇

22 Lax 等价定理

Lax 等价定理把数值方法的相容性、稳定性和收敛性联系起来。其中，“稳定性推出收敛性”的
证明较为直接；“收敛性推出稳定性”则需要使用一致有界原理。下面先引入相关概念，再给出允

许离散空间随离散参数变化的抽象形式。

设 X,Y 是 Banach 空间，D ⊂ X 是稠密线性子空间，考虑连续问题

Lu = f,

其中 L ∈ L(X,Y ) 是双射。由有界逆定理，

L−1 ∈ L(Y,X).

对每个 n，设 Xn, Yn 是 Banach 空间，Ln ∈ L(Xn, Yn) 是双射，并引入有界线性算子

Πn : X → Xn, En : Xn → X, Rn : Y → Yn, Jn : Yn → Y.

称 Πn 为插值算子，Rn 为限制算子，En 为重构算子（也称延拓算子），Jn 为提升算子。

需要如下假设：

1. 假设提升算子是限制算子的右逆，满足：

RnJn = IYn
,

其中 IYn
: Yn → Yn 是 Yn 上的恒等算子。

2. 假设限制算子和提升算子都满足

sup
n
‖Rn‖ < ∞, sup

n
‖Jn‖ < ∞,

3. 假设插值算子和重构算子有足够的逼近性：

‖EnΠnu− u‖X → 0 u ∈ D.

4. 假设重构算子 En 满足：存在与 n 无关的常数 0 < cE ⩽ CE < ∞，使得对任意 vn ∈ Xn，

cE‖vn‖Xn
⩽ ‖Envn‖X ⩽ CE‖vn‖Xn

.

引入如下概念：

1. 称离散问题与连续问题相容，如果

‖(LnΠn −RnL)u‖Yn
= ‖LnΠnu−Rnf‖Yn

→ 0, u ∈ D.

2. 称离散问题稳定，如果
sup
n
‖L−1

n ‖L(Yn,Xn) < ∞.
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3. 称离散问题收敛到连续问题，如果对每个 f ∈ Y，都有

‖(EnL
−1
n Rn − L−1)f‖X → 0.

也就是说

EnL
−1
n Rn

strong−−−−→ L−1.

这里使用第 7.2 节的强算子收敛，即对每个固定右端项收敛，不要求算子范数收敛。

注意：对离散问题的稳定性要求都是指关于离散参数（或者对应的下标 n）一致的，而不是固定离

散参数后的离散算子的稳定性。具体的离散算子通常都是有限维的，稳定性是平凡的，我们关注的

是对应的界是否关于离散参数一致。

Theorem 22.1 (Lax 等价定理). 在上述假设下，若离散问题与连续问题相容，则

稳定性 ⇐⇒ 收敛性.

Proof. 稳定性 =⇒收敛性：存在 M > 0，使得

‖L−1
n ‖L(Yn,Xn) ⩽ M, n ⩾ 1.

定义重构后的离散解算子以及连续解算子

Tn = EnL
−1
n Rn ∈ L(Y,X), T = L−1.

任取 u ∈ D，令 f = Lu。由 L−1
n LnΠnu = Πnu，有

Tnf − Tf = EnL
−1
n RnLu− u = EnL

−1
n

(
RnLu− LnΠnu

)
+ (EnΠnu− u).

因此

‖Tnf − Tf‖X ⩽ ‖En‖‖L−1
n ‖‖RnLu− LnΠnu‖Yn

+ ‖EnΠnu− u‖X .

由假设 ‖En‖ ⩽ CE、稳定性、相容性和逼近性质可得

Tnf → Tf, ∀ f ∈ L(D).

由于

‖Tn‖ ⩽ ‖En‖‖L−1
n ‖‖Rn‖ ⩽ CEM sup

n
‖Rn‖,

所以 {Tn} 一致有界。由于 L : X → Y 是同胚且 D 在 X 中稠密，L(D) 在 Y 中稠密。任取 f ∈ Y

和 g ∈ L(D)，有

‖Tnf − Tf‖X ⩽ ‖Tn(f − g)‖X + ‖Tng − Tg‖X + ‖T (g − f)‖X
⩽
(
sup
n
‖Tn‖+ ‖T‖

)
‖f − g‖Y + ‖Tng − Tg‖X .

先令 n → ∞，再利用 L(D) 在 Y 中的稠密性令 g → f，得到

Tnf → Tf, ∀ f ∈ Y.

因此离散问题收敛到连续问题。

收敛性 =⇒稳定性：已知
Tnf → Tf, f ∈ Y.
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因此，对每个固定的 f ∈ Y，序列 {Tnf} 有界。由共鸣定理可得，

sup
n
‖Tn‖L(Y,X) < ∞.

固定 n，任取 yn ∈ Yn，利用 RnJn = IYn
可得

EnL
−1
n yn = EnL

−1
n RnJnyn = TnJnyn.

再利用 En 的下界假设得到

cE‖L−1
n yn‖Xn

⩽ ‖EnL
−1
n yn‖X = ‖TnJnyn‖X ⩽ ‖Tn‖‖Jn‖‖yn‖Yn

.

因此

‖L−1
n ‖L(Yn,Xn) ⩽

1

cE
‖Tn‖‖Jn‖.

由 {Tn} 和 {Jn} 的一致有界性可得

sup
n
‖L−1

n ‖L(Yn,Xn) < ∞.

因此离散问题稳定。

Remark 22.1. 在有限差分法中，Lax 等价定理是核心理论基础，尤其对于含时间演化的偏微分方
程。该定理的反方向（收敛推出稳定）可用来严格排除那些相容但不稳定的格式；对于条件稳定的

格式，它同时给出了时间步长等参数必须满足的限制。

与此相对，有限元方法通常用于求解稳态椭圆方程，其理论基础主要由 Lax–Milgram 定理与
Céa 引理构成。由于在构造有限元空间与双线性形式时，就已将一致稳定性（如强制性或 inf–sup
条件）作为优先保证的性质，实际分析中只需使用正方向（稳定推出收敛）即可推导出拟最优误差

估计，而无须借道收敛反推稳定。

Example 22.1. 考虑第二类 Volterra 积分方程

u(x)−
∫ x

0

u(t) dt = f(x), 0 ⩽ x ⩽ 1.

例如 f ≡ 1 时，对应的解为 u(x) = ex。

在 X = Y = C([0, 1]) 上定义算子

(Lu)(x) = u(x)−
∫ x

0

u(t) dt.

对任意 u ∈ C([0, 1])，有

‖Lu‖C([0,1]) ⩽ ‖u‖C([0,1]) + sup
0⩽x⩽1

∫ x

0

|u(t)| dt ⩽ 2‖u‖C([0,1]),

因此 L 有界。它的逆算子可以显式写成

(L−1f)(x) = f(x) +

∫ x

0

ex−tf(t) dt.

直接代入并交换积分次序可验证 LL−1 = L−1L = I，因此 L 是双射。此外，

|(L−1f)(x)| ⩽ ‖f‖C([0,1])

(
1 +

∫ x

0

ex−t dt
)

= ex‖f‖C([0,1]) ⩽ e‖f‖C([0,1]),
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故 ‖L−1‖C([0,1])→C([0,1]) ⩽ e。

取均匀网格 xi = ih，其中 h = 1/n、0 ⩽ i ⩽ n，并令

Xn = Yn = Rn+1, ‖v‖∞ = max
0⩽i⩽n

|vi|.

插值算子 Πn 和限制算子 Rn 都取为网格点取值算子，用于离散未知量和右端项

Πnu = (u(x0), . . . , u(xn)), Rnf = (f(x0), . . . , f(xn)).

对 v = (v0, . . . , vn)，记 p(v) 为通过 (xi, vi) 的分段线性函数，重构算子 En 和提升算子 Jn

都取为 p。易得

‖En‖∞→C([0,1]) = ‖Jn‖∞→C([0,1]) = ‖Rn‖C([0,1])→∞ = 1, RnJn = IYn
.

对积分用梯形公式离散，得到数值格式如下：

(Lnv)i = vi − h

(
1

2
v0 + v1 + · · ·+ vi−1 +

1

2
vi

)
, 1 ⩽ i ⩽ n,

以及 (Lnv)0 = v0。由于对应的矩阵为下三角矩阵，对角元为 1, 1− h/2, . . . , 1− h/2，故 Ln

可逆。

因为梯形公式对分段线性函数是精确的，得到

Ln = RnLEn.

因此

LnΠnu−RnLu = RnL(EnΠnu− u).

因为连续函数的分段线性插值一致收敛，右端在最大范数下趋于零，这保证了格式的相容性。

下面具体验证稳定性。任取 g = (g0, . . . , gn) ∈ Yn，令 v = L−1
n g。具体即 v0 = g0(

1− h

2

)
vi = gi +

h

2
v0 + h

i−1∑
j=1

vj , qquad1 ⩽ i ⩽ n.

因为 0 < h ⩽ 1，所以 (1− h/2)−1 ⩽ 2，从而

|vi| ⩽ 2‖g‖∞ + h|v0|+ 2h

i−1∑
j=1

|vj | ⩽ 3‖g‖∞ + 2h
i−1∑
j=0

|vj | =: Si.

补充定义 S0 = 3‖g‖∞。于是 |vi| ⩽ Si，并且 Si 满足递推关系

Si+1 = Si + 2h|vi| ⩽ (1 + 2h)Si.

因此

Si ⩽ (1 + 2h)iS0 = 3‖g‖∞(1 + 2h)i.

再由 1 + 2h ⩽ e2h 以及 ih ⩽ nh = 1，可得

|vi| ⩽ Si ⩽ 3‖g‖∞e2ih ⩽ 3e2‖g‖∞, 0 ⩽ i ⩽ n.

这实际就是离散版本的 Gronwall 不等式。因而

‖L−1
n g‖∞ ⩽ 3e2‖g‖∞, ‖L−1

n ‖∞→∞ ⩽ 3e2.

右端常数与 n 无关，所以该格式稳定。

前文已经验证了格式的相容性和稳定性，由 Lax 等价定理可得收敛性

EnL
−1
n Rnf −→ L−1f in C([0, 1]).
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Example 22.2 (输运方程的一阶迎风格式). 考虑周期初值问题

ut + ux = 0, u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = u(1, t).

下面只说明它如何放入前述 Lax 等价定理的记号中。记 Q = [0, 1]× [0, T ]，空间变量按周期

1 理解，并定义

X = Cper(Q), Y = Cper([0, 1])× Cper,0(Q),

其中

Cper,0(Q) = {p ∈ Cper(Q) : p(x, 0) = 0}.

在 X 和 Y 上分别取范数

‖u‖X = ‖u‖C(Q), ‖(g, r)‖Y = max{‖g‖C([0,1]), ‖r‖C(Q)}.

连续算子 L : X → Y 定义为

L : u 7→ Lu = (g, r),

其中

g(x) = u(x, 0), r(x, t) = u(x, t)− u(x− t, 0).

因而 Lu = (u0, 0) 恰好表示

u(x, t) = u0(x− t),

也就是输运方程的解。这个写法把微分方程改写成了沿特征线的有界算子方程。其逆算子为(
L−1(g, r)

)
(x, t) = g(x− t) + r(x, t),

所以 L 是有界双射。

取 xj = jh、h = 1/N 和 tm = mk、k = T/M，并令

Xn = {U = (Um
j ) : 0 ⩽ j < N, 0 ⩽ m ⩽ M}.

Yn 中的元素写成 (G,R)，其中

G = (Gj)
N−1
j=0 , R = (Rm

j ) 0⩽j<N
1⩽m⩽M

.

两个离散空间都取相应的最大范数。

令 λ = k/h，并定义一步迎风算子

(AnV )j = (1− λ)Vj + λVj−1,

其中下标 j 周期延拓。离散算子 Ln : Xn → Yn 定义为

LnU = (G,R), Gj = U0
j , Rm

j = Um
j − (Am

n U0)j .

因此

LnU = Rn(u0, 0),

等价于

Um = Am
n U0,
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也就是逐步使用迎风格式

Um+1
j = (1− λ)Um

j + λUm
j−1.

这里把所有时间层放进一个向量 U，于是 L−1
n 正是从离散初值和离散残量生成整段离散解

的算子。

现在定义前述定理中的四个辅助算子。插值算子 Πn : X → Xn 取时空网格值：

(Πnu)
m
j = u(xj , tm).

限制算子 Rn : Y → Yn 分别对 g 和 r 取网格值：

Rn(g, r) =
(
(g(xj))j , (r(xj , tm))j,m

)
.

重构算子 En : Xn → X 对 U 作周期双线性插值；提升算子 Jn : Yn → Y 分别对 G 和 R 作

相同的分段线性重构。于是

RnJn = IYn
, ‖En‖ = ‖Rn‖ = ‖Jn‖ = 1,

并且对连续函数 u 有

‖EnΠnu− u‖C(Q) → 0.

在这些记号下，相容性写成

‖LnΠnu−RnLu‖Yn
→ 0.

对 u ∈ C2
per(Q)，这个量衡量 Am

n (u(xj , 0))j 与特征线平移 u(xj − tm, 0) 之间的误差；它由迎

风差分的局部截断误差趋于零得到。

稳定性也正好是前述定义中的

sup
n
‖L−1

n ‖L(Yn,Xn) < ∞.

当 0 ⩽ λ ⩽ 1 时，An 是两个移位值的凸组合，故 ‖Am
n ‖ ⩽ 1。由(

L−1
n (G,R)

)m
= Am

n G+Rm,

立即得到

‖L−1
n (G,R)‖Xn

⩽ 2‖(G,R)‖Yn
.

因此 ‖L−1
n ‖ ⩽ 2，且上界与网格无关。

由 Lax 等价定理，
EnL

−1
n Rn(u0, 0) −→ L−1(u0, 0) in X.

右端就是 u(x, t) = u0(x− t)。
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23 变分问题

23.1 连续变分问题

有限元方法通常不直接离散微分算子，而是先把偏微分方程写成变分问题。设 X,Y 是 Banach
空间，Y 自反，a : X×Y → R是连续双线性型。给定 f ∈ Y ∗，考虑如下变分问题：求 u ∈ X，使得

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ Y.

定义线性算子 A : X → Y ∗ 如下

〈Au, v〉Y ∗,Y = a(u, v).

因为 a 连续，存在 M > 0，使得

|a(u, v)| ⩽ M‖u‖X‖v‖Y .

因此

‖Au‖Y ∗ = sup
0 ̸=v∈Y

|a(u, v)|
‖v‖Y

⩽ M‖u‖X ,

所以 A ∈ L(X,Y ∗)。也就是说，A 的有界性已经由双线性型的连续性直接保证。

变分问题等价于算子方程

Au = f.

由于 A 已经是有界线性算子，问题的适定性归结为 A 是否为双射。若 A 是双射，则有界逆定理保

证 A−1 : Y ∗ → X 有界。

Theorem 23.1 (Banach–Nečas–Babuška 定理，广义 Lax–Milgram 定理). 上述变分问题对
每个 f ∈ Y ∗ 都适定，当且仅当以下两个条件成立：

1. inf-sup 条件：存在常数 β > 0，使得

inf
0 ̸=u∈X

sup
0 ̸=v∈Y

|a(u, v)|
‖u‖X‖v‖Y

⩾ β;

2. 伴随非退化条件：若 v ∈ Y 满足

a(u, v) = 0, ∀u ∈ X,

则 v = 0。

此时解满足

‖u‖X ⩽ 1

β
‖f‖Y ∗ .

Proof. 记 A : X → Y ∗ 为双线性型诱导的算子。第一个条件等价于

‖Au‖Y ∗ = sup
0 ̸=v∈Y

|a(u, v)|
‖v‖Y

⩾ β‖u‖X , u ∈ X.

因此 A 是单射。

这个下界还保证了 Ran(A) 是闭的：取 Ran(A) 中任意一个收敛序列 {Aun}，设

Aun → f in Y ∗.



23 变分问题 66

只需要证明 f ∈ Ran(A)。因为收敛列必为 Cauchy 列，{Aun} 是 Y ∗ 中的 Cauchy 列。由于

‖un − um‖X ⩽ 1

β
‖Aun −Aum‖Y ∗ ,

因此 {un} 是 Banach 空间 X 中的 Cauchy 列。由 X 的完备性，存在 u ∈ X，使得

un → u in X.

又因为 A 连续，

Aun → Au in Y ∗.

由 Y ∗ 中极限的唯一性，

f = Au ∈ Ran(A).

下面证明 A 满射。若 Ran(A) 是 Y ∗ 的真闭子空间，Hahn–Banach 定理给出非零的 Φ ∈ Y ∗∗，

使得

Φ(Au) = 0, ∀u ∈ X.

因为 Y 自反，存在非零的 v ∈ Y，使得 Φ(f) = f(v) 对所有 f ∈ Y ∗ 成立。于是

a(u, v) = 〈Au, v〉Y ∗,Y = 0, ∀u ∈ X,

这与第二个条件矛盾。因此 A 满射，从而是双射。

由于 A 是双射，A−1 存在。再由有界逆定理，A−1 有界，因此问题适定。由第一个条件易得，

Au = f 的解满足

‖u‖X ⩽ 1

β
‖f‖Y ∗ .

反过来，若问题适定，则 A 是有界双射。有界逆定理给出

‖u‖X ⩽ ‖A−1‖‖Au‖Y ∗ ,

所以第一个条件成立，直接取 β = ‖A−1‖−1 即可。若 a(u, v) = 0 对所有 u ∈ X 成立，由 A 满射

可知 f(v) = 0 对所有 f ∈ Y ∗ 成立。连续对偶可以分离点，故 v = 0，第二个条件也成立。

inf-sup 条件的含义为：对固定的 u ∈ X，内层上确界

sup
0 ̸=v∈Y

|a(u, v)|
‖v‖Y

表示检验空间 Y 能够观测到 u 的最大强度；外层下确界则要求这种观测对所有非零 u 都有统一下

界。换言之，对每个 u 6= 0，都能在 Y 中找到合适的检验方向 v，使 a(u, v) 不会相对于 ‖u‖X‖v‖Y
任意小，并且常数 β 与 u 无关。利用 A 的定义可知，双线性形式满足 inf-sup 条件等价于 A 满足

‖Au‖Y ∗ ⩾ β‖u‖X , u ∈ X.

因此它给出 A 的有下界性，保证 A 单射、值域闭，并且逆算子 A−1 : Ran(A) → X 有界。第二个

条件等价于伴随算子 A∗ : Y → X∗ 单射，它排除了值域的余维，从而保证 A 满射。

Example 23.1 (BNB 定理的有限维矩阵版本). 取 X = Rn、Y = Rm，并令

a(x, y) = y⊤Ax, A ∈ Rm×n.



23 变分问题 67

对固定的 x 易得

sup
0 ̸=y∈Rm

|y⊤Ax|
‖y‖2

= ‖Ax‖2.

因此，BNB 定理的第一个条件即

‖Ax‖2 ⩾ β‖x‖2, x ∈ Rn.

这等价于 A 列满秩，最佳常数 β 是 A 的最小奇异值。BNB 定理的第二个条件即

y⊤Ax = 0 ∀x ∈ Rn =⇒ y = 0,

也就是 A⊤ 单射，等价于 A 行满秩。

BNB 定理此时的表述变为：A 可逆，当且仅当列满秩和行满秩这两个条件同时成立。在非方
阵情形下（m 6= n），两个条件和 A 可逆都不能成立。在方阵情形下（m = n），第一个条件

要求行满秩，第二个条件要求列满秩，这两个条件实际是重复的，因为方阵的行满秩与列满

秩等价。

上述例子表明，在有限维中，这两个条件相互等价，实际只相当于一个条件。但是在无穷维情

形下，两个条件并不等价，单射不等于满射。

当 X = Y = H 是 Hilbert 空间时，可以用更容易验证的强制性条件代替一般的 inf-sup 条件。
称双线性型 a : H ×H → R 是强制的，如果存在 α > 0，使得

a(v, v) ⩾ α‖v‖2H , ∀v ∈ H.

Theorem 23.2 (Lax–Milgram 定理). 设 H 是实 Hilbert 空间，a : H ×H → R 是连续双线
性型。若存在常数 M,α > 0，使得

|a(u, v)| ⩽ M‖u‖H‖v‖H , a(v, v) ⩾ α‖v‖2H ,

则对任意 f ∈ H∗，存在唯一的 u ∈ H，使得

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ H.

并且

‖u‖H ⩽ 1

α
‖f‖H∗ .

Proof. 强制性条件可以同时推出 BNB 定理中需要的 in-sup 条件和伴随非退化条件。对任意 0 6=
u ∈ H，在上确界中取 v = u，便有

sup
0 ̸=v∈H

|a(u, v)|
‖v‖H

⩾ a(u, u)

‖u‖H
⩾ α‖u‖H .

若 v ∈ H 满足 a(u, v) = 0 对所有 u ∈ H 成立，取 u = v，由强制性得到 v = 0。因此 BNB 定理的
两个条件都成立，并给出存在唯一性和稳定估计。

基于 Riesz 表示定理的证明. 由 Riesz 表示定理，存在唯一的 Tu ∈ H，使得

a(u, v) = 〈Tu, v〉H , ∀v ∈ H.
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双线性型 a 的线性和连续性说明 T : H → H 是有界线性算子，并且 ‖T‖ ⩽ M。同理，存在唯一的

g ∈ H，使得

f(v) = 〈g, v〉H , ∀v ∈ H.

因此原变分问题等价于算子方程

Tu = g.

由强制性和 Cauchy–Schwarz 不等式，

α‖u‖2H ⩽ a(u, u) = 〈Tu, u〉H ⩽ ‖Tu‖H‖u‖H .

因而

‖Tu‖H ⩾ α‖u‖H , u ∈ H.

所以 T 是单射，并且与 BNB 证明中相同的 Cauchy 列论证表明 Ran(T ) 是闭子空间。
下面证明 T 满射。若 w ∈ Ran(T )⊥，则

0 = 〈Tu,w〉H = a(u,w), ∀u ∈ H.

取 u = w，由强制性得到

0 = a(w,w) ⩾ α‖w‖2H ,

所以 w = 0。因此

Ran(T )⊥ = {0},

从而 Ran(T ) 在 H 中稠密。它又是闭子空间，故 Ran(T ) = H。因此 T 是双射，方程 Tu = g 存

在唯一解。

最后，在变分方程中取 v = u，得到

α‖u‖2H ⩽ a(u, u) = f(u) ⩽ ‖f‖H∗‖u‖H ,

因而

‖u‖H ⩽ 1

α
‖f‖H∗ .

Remark 23.1. 对比这两种证明过程，基于 Riesz 表示定理的证明体现了 Hilbert 空间相对于一般
Banach 空间的便利。在 BNB 定理中，双线性型诱导的算子具有形式

A : X → Y ∗.

为了证明 A 满射，需要先由 inf-sup 条件证明 Ran(A) 闭，再用 Hahn–Banach 定理在 Y ∗∗ 中分离

这个值域，最后利用 Y 的自反性把所得泛函表示成 Y 中的元素。因此，BNB 定理还需要单独的伴
随非退化条件。

在 Hilbert 空间中，Riesz 表示定理使得双线性型可以写成

a(u, v) = 〈Tu, v〉H , T : H → H.

此时，Banach 空间证明中值域的零化子变成了 Ran(T )⊥。若 w 属于这个正交补，则 a(u,w) = 0

对所有 u ∈ H 成立；直接取 u = w，强制性便给出 w = 0。因而不再需要显式使用 Hahn–Banach
定理和双对偶空间。
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23.2 离散变分问题

前一小节讨论了连续变分问题的适定性。下面转向相应的离散问题：先考虑试探空间和检验空

间不同的 Petrov–Galerkin 方法，再考虑二者相同的 Galerkin 方法。
沿用连续变分问题的记号。设

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ Y

适定，其中 a : X×Y → R连续。取有限维试探空间 Xh ⊂ X 和检验空间 Yh ⊂ Y。Petrov–Galerkin
离散问题是求 uh ∈ Xh，使得

a(uh, vh) = f(vh), ∀vh ∈ Yh.

定义 Ah : Xh → Y ∗
h：

〈Ahuh, vh〉Y ∗
h ,Yh

= a(uh, vh).

于是离散问题为

Ahuh = f |Yh
.

下面的讨论始终要求 dimXh = dimYh，使得离散矩阵为方阵。

Theorem 23.3 (Petrov–Galerkin离散问题的适定性). 设 X,Y 是 Banach空间，a : X×Y →
R 是连续双线性型，Xh ⊂ X 与 Yh ⊂ Y 是有限维子空间，并且 dimXh = dimYh。定义

Ah : Xh → Y ∗
h 为

〈Ahwh, vh〉Y ∗
h ,Yh

= a(wh, vh).

则以下两个条件等价：

1. 每个 Ah 都是双射，并且离散逆算子族一致有界；

2. 存在与 h 无关的常数 β > 0，使得

inf
0 ̸=wh∈Xh

sup
0 ̸=vh∈Yh

|a(wh, vh)|
‖wh‖X‖vh‖Y

⩾ β, ∀h.

若上述条件成立，则对任意 f ∈ Y ∗，每个 Petrov–Galerkin 离散问题都有唯一解 uh ∈ Xh，

并且

‖uh‖X ⩽ 1

β
‖f |Yh

‖Y ∗
h
⩽ 1

β
‖f‖Y ∗ , ∀h.

Proof. 离散 inf-sup 条件等价于

‖Ahwh‖Y ∗
h
⩾ β‖wh‖X , ∀h.

对每个固定的 h，这说明 Ah 单射。因为 Xh 与 Y ∗
h 维数相同，有限维中的单射等价于满射，所以

Ah 是双射；而且

‖A−1
h ‖L(Y ∗

h ,Xh) ⩽
1

β
, ∀h.

因而离散逆算子族一致有界。

反过来，若每个 Ah 都是双射，并且存在与 h 无关的常数 C，使得

‖A−1
h ‖L(Y ∗

h ,Xh) ⩽ C, ∀h,
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则

‖Ahwh‖Y ∗
h
⩾ 1

C
‖wh‖X , ∀wh ∈ Xh, ∀h.

取 β = 1/C，即得一致离散 inf-sup 条件。
对任意 f ∈ Y ∗，离散解为 uh = A−1

h (f |Yh
)，所以

‖uh‖X ⩽ 1

β
‖f |Yh

‖Y ∗
h
.

又因为 Yh ⊂ Y，所以

‖f |Yh
‖Y ∗

h
= sup

0 ̸=vh∈Yh

|f(vh)|
‖vh‖Y

⩽ ‖f‖Y ∗ .

Remark 23.2. 对每个固定的 h，上述论证是 BNB 定理的有限维版本。由于 dimXh = dimYh，第

一个 inf-sup 条件已经保证 Ah 单射，进而保证它满射，因此不需要另行验证伴随非退化条件。不

过，逐个应用这个结论只能得到可能依赖于 h 的常数 βh > 0，也只能说明每个离散矩阵分别可逆。

这里的适定性实际是对离散问题族的一致适定性：要求同一个 β > 0 对所有 h 成立，从而保证网格

加密时离散逆算子的范数不会发散。

Proposition 23.4 (Petrov–Galerkin 正交性). 连续解 u 与离散解 uh 满足

a(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Yh.

Proof. 因为 Yh ⊂ Y，连续问题和离散问题在任意 vh ∈ Yh 上的右端都等于 f(vh)，相减得证。

Theorem 23.5 (Petrov–Galerkin 拟最优误差估计). 设 a 的连续性常数为 M，并且上述一

致离散 inf-sup 条件成立。则

‖u− uh‖X ⩽
(
1 +

M

β

)
inf

wh∈Xh

‖u− wh‖X .

Proof. 任取 wh ∈ Xh。由离散 inf-sup 条件和 a(u− uh, vh) = 0 可得

β‖uh − wh‖X ⩽ sup
0 ̸=vh∈Yh

|a(uh − wh, vh)|
‖vh‖Y

= sup
0 ̸=vh∈Yh

|a(u− wh, vh)|
‖vh‖Y

⩽ M‖u− wh‖X .

因此，由三角不等式，

‖u− uh‖X ⩽ ‖u− wh‖X + ‖wh − uh‖X ⩽
(
1 +

M

β

)
‖u− wh‖X .

对 wh 取下确界即得结论。

Petrov–Galerkin 收敛包含稳定性和逼近性两个方面。一致离散 inf-sup 条件控制稳定性，而

inf
wh∈Xh

‖u− wh‖X

衡量 Xh 对 u 的最佳逼近误差。如果存在插值算子 Ih : X → Xh 满足

‖u− Ihu‖X → 0,



23 变分问题 71

就有

‖u− uh‖X ⩽
(
1 +

M

β

)
inf

wh∈Xh

‖u− wh‖X ⩽
(
1 +

M

β

)
‖u− Ihu‖X → 0.

从而得到收敛性

uh → u.

更精细的定量插值估计可以给出相应阶的有限元误差估计。

接下来考虑较容易处理的情形。设 V 是 Hilbert 空间，并令

X = Y = V, Xh = Yh = Vh ⊂ V.

设 a : V × V → R 连续且强制，即

|a(u, v)| ⩽ M‖u‖V ‖v‖V , a(v, v) ⩾ α‖v‖2V .

Galerkin 离散问题是求 uh ∈ Vh，使得

a(uh, vh) = f(vh), ∀vh ∈ Vh.

选取 Vh 的基 {φi}Ni=1，离散问题成为

AhU = F, (Ah)ij = a(φj , φi), Fi = f(φi).

Theorem 23.6 (Galerkin 离散问题的适定性). 设 V 是 Hilbert 空间，a : V × V → R 是连
续双线性型，并且存在 α > 0，使得

a(v, v) ⩾ α‖v‖2V , ∀v ∈ V.

则对任意 f ∈ V ∗ 和任意有限维子空间 Vh ⊂ V，Galerkin 离散问题都有唯一解 uh ∈ Vh，并

且

‖uh‖V ⩽ 1

α
‖f |Vh

‖V ∗
h
⩽ 1

α
‖f‖V ∗ .

Proof. 强制性限制到 Vh 后仍成立。对任意 0 6= wh ∈ Vh，在离散 inf-sup 条件中取 vh = wh，得到

sup
0 ̸=vh∈Vh

|a(wh, vh)|
‖vh‖V

⩾ a(wh, wh)

‖wh‖V
⩾ α‖wh‖V .

因而离散 inf-sup 条件以与 h 无关的常数 β = α 成立。由 Petrov–Galerkin 离散问题的适定性定理，
离散问题有唯一解，且

‖uh‖V ⩽ 1

α
‖f |Vh

‖V ∗
h
.

最后，由 Vh ⊂ V，

‖f |Vh
‖V ∗

h
= sup

0 ̸=vh∈Vh

|f(vh)|
‖vh‖V

⩽ ‖f‖V ∗ .

Theorem 23.7 (Céa 引理). Galerkin 解满足

‖u− uh‖V ⩽ M

α
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖V .
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Proof. 任取 vh ∈ Vh。由强制性和 Galerkin 正交性，

α‖u− uh‖2V ⩽ a(u− uh, u− uh)

= a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh − uh)

= a(u− uh, u− vh)

⩽ M‖u− uh‖V ‖u− vh‖V .

若 u = uh，结论显然；否则约去误差范数，再对 vh 取下确界。

一般 Petrov–Galerkin 估计需要利用三角不等式，对应的常数是 1+M/β。在强制 Galerkin 情
形中，试探空间与检验空间相同，可以把误差本身代入强制性估计，并利用正交性消去离散分量，

从而得到更好的常数 M/α。

24 混合问题

前一节讨论了单个变分方程的连续与离散理论。引入约束条件和 Lagrange 乘子后，未知量分
属两个空间，适定性需要同时控制约束算子和它的核空间。本节先讨论连续混合问题，再讨论离散

混合问题及其鞍点矩阵形式。

24.1 连续混合问题

许多约束问题和混合有限元方法产生如下鞍点问题：给定 f ∈ V ∗ 和 g ∈ Q∗，求 (u, p) ∈ V ×Q，

使得

a(u, v) + b(v, p) = f(v), ∀v ∈ V,

b(u, q) = g(q), ∀q ∈ Q.

这里 V,Q 是 Hilbert 空间，a : V × V → R 和 b : V ×Q → R 是连续双线性型。记

Z = {v ∈ V : b(v, q) = 0, ∀q ∈ Q}.

定义 A ∈ L(V, V ∗)、B ∈ L(V,Q∗) 和 B∗ ∈ L(Q,V ∗)：

〈Au, v〉 = a(u, v), 〈Bu, q〉 = 〈B∗q, u〉 = b(u, q).

则混合问题可以写成算子方程 [
A B∗

B 0

][
u

p

]
=

[
f

g

]
.

Remark 24.1. 这里讨论的是经典的鞍点问题：主变量的试探空间和检验空间同为 V，乘子的试探

空间和检验空间同为 Q，并且两个约束项由同一个双线性型 b 给出。因此算子矩阵中的两个非对角

块互为伴随。更一般地，可以分别取主变量和乘子的试探空间 U,P 以及检验空间 V,Q，并考虑

a(u, v) + b(v, p) = f(v), ∀v ∈ V,

c(u, q) = g(q), ∀q ∈ Q,

其中 a : U × V → R、b : V × P → R、c : U ×Q → R。这个问题可以直接看成乘积空间 U × P 与

V ×Q 之间的 Petrov–Galerkin 变分问题，并用 BNB 定理讨论适定性。此时两个约束算子不必互
为伴随，适定性条件也不能只用单个核空间 Z 表示。
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Theorem 24.1 (混合问题的一般适定性条件). 上述混合问题适定，当且仅当以下三个条件
成立：

1. 存在 α > 0，使得

inf
0 ̸=u∈Z

sup
0 ̸=v∈Z

|a(u, v)|
‖u‖V ‖v‖V

⩾ α;

2. 若 v ∈ Z 满足 a(u, v) = 0 对所有 u ∈ Z 成立，则 v = 0；

3. 存在 β > 0，使得

inf
0 ̸=q∈Q

sup
0 ̸=v∈V

|b(v, q)|
‖v‖V ‖q‖Q

⩾ β.

此时存在与 f, g 无关的常数 C > 0，使得唯一解 (u, p) 满足

‖u‖V + ‖p‖Q ⩽ C (‖f‖V ∗ + ‖g‖Q∗) .

前两个条件正是 a|Z×Z 的 BNB 条件。第三个条件称为 Ladyzhenskaya–Babuška–Brezzi 条件，
简称 LBB 条件；它要求所有 q ∈ Q 都能被 V 中的检验函数一致地检测。

Proof. LBB 条件等价于 B : V → Q∗ 满射，并给出 B∗ : Q → V ∗ 的有下界估计。因而对任意

g ∈ Q∗，可以找到 ug ∈ Z⊥，使得

Bug = g, ‖ug‖V ⩽ 1

β
‖g‖Q∗ .

前两个条件正是双线性型 a|Z×Z 的 BNB 条件。因此存在唯一的 z ∈ Z，使得

a(z, w) = f(w)− a(ug, w), ∀w ∈ Z.

令 u = z + ug，并定义 ` = f −Au ∈ V ∗。由上式，` 在 Z 上为零。LBB 条件给出

Ran(B∗) = Z◦ := {` ∈ V ∗ : `|Z = 0},

所以存在唯一的 p ∈ Q 使得 B∗p = `。于是 (u, p) 是混合问题的唯一解。

下面写出稳定性估计。记 Ma 为 a 的连续性常数。由 Z 上的 BNB 条件和 a 的连续性，

‖z‖V ⩽ 1

α
‖f |Z − a(ug, ·)|Z‖Z∗

⩽ 1

α
(‖f‖V ∗ +Ma‖ug‖V )

⩽ 1

α
‖f‖V ∗ +

Ma

αβ
‖g‖Q∗ .

因为 u = z + ug，所以

‖u‖V ⩽ 1

α
‖f‖V ∗ +

(
1

β
+

Ma

αβ

)
‖g‖Q∗ .

再由 B∗p = f −Au 和 LBB 条件，

β‖p‖Q ⩽ ‖B∗p‖V ∗ ⩽ ‖f‖V ∗ +Ma‖u‖V .

合并以上两个估计，便得到定理中的结论。
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反过来，假设混合问题适定。对任意 g ∈ Q∗，方程的解满足 Bu = g，因此 B 满射；由闭值域

理论得到第三个条件。现在任取 ϕ ∈ Z∗，由 Hahn–Banach 定理将它延拓为 f ∈ V ∗，并取 g = 0。

对应的解满足 u ∈ Z，而对所有 v ∈ Z 有

a(u, v) = f(v) = ϕ(v).

所以 a 在 Z 上诱导的算子 AZ : Z → Z∗ 满射。若 AZu = 0，则 Au 在 Z 上为零，故 Au ∈ Z◦ =

Ran(B∗)。可取 p ∈ Q 使 Au + B∗p = 0；又因为 u ∈ Z，有 Bu = 0。混合问题的唯一性推出

u = p = 0，所以 AZ 也是单射。对 AZ 应用 BNB 定理，便得到前两个条件。

一般适定性定理要求 a|Z×Z 满足两个 BNB 条件。由于 Z = ker(B) 是 V 的闭子空间，它本身

也是 Hilbert 空间。我们还可以像从 BNB 定理过渡到 Lax–Milgram 定理一样，用核空间上的强制
性同时保证这两个条件。若存在 α > 0，使得

a(v, v) ⩾ α‖v‖2V , ∀v ∈ Z,

则对任意 0 6= u ∈ Z，在上确界中取 v = u，得到

sup
0 ̸=v∈Z

|a(u, v)|
‖v‖V

⩾ a(u, u)

‖u‖V
⩾ α‖u‖V .

这给出第一个 BNB 条件。若 v ∈ Z 满足 a(u, v) = 0 对所有 u ∈ Z 成立，则取 u = v，由强制性得

到 v = 0，所以伴随非退化条件也成立。这里仍不要求 a 对称。由此得到下面较容易验证的充分条

件。

Theorem 24.2 (Brezzi 适定性条件). 假设存在 α, β > 0，使得

a(v, v) ⩾ α‖v‖2V , ∀v ∈ Z,

以及

inf
0 ̸=q∈Q

sup
0 ̸=v∈V

|b(v, q)|
‖v‖V ‖q‖Q

⩾ β.

则鞍点问题存在唯一解，并且存在只依赖于连续性常数、α 和 β 的常数 C，使得

‖u‖V + ‖p‖Q ⩽ C
(
‖f‖V ∗ + ‖g‖Q∗

)
.

Proof. 核空间上的强制性保证 a|Z×Z 满足一般适定性定理中的两个 BNB 条件，而第二个假设正
是 LBB 条件。因此，一般混合问题的适定性定理直接给出解的存在唯一性和稳定性估计。

24.2 离散混合问题

取有限维子空间 Vh ⊂ V 和 Qh ⊂ Q，并记

Zh = {vh ∈ Vh : b(vh, qh) = 0, ∀qh ∈ Qh}.

离散混合问题是求 (uh, ph) ∈ Vh ×Qh，使得

a(uh, vh) + b(vh, ph) = f(vh), ∀vh ∈ Vh,

b(uh, qh) = g(qh), ∀qh ∈ Qh.
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Theorem 24.3 (离散混合问题的适定性). 设 a 和 b 的连续性常数与 h 无关。假设存在与 h

无关的常数 α, β > 0，使得

a(vh, vh) ⩾ α‖vh‖2V , ∀vh ∈ Zh, ∀h,

以及

inf
0 ̸=qh∈Qh

sup
0 ̸=vh∈Vh

|b(vh, qh)|
‖vh‖V ‖qh‖Q

⩾ β, ∀h.

则每个离散混合问题都有唯一解，并且存在与 h 无关的常数 C，使得

‖uh‖V + ‖ph‖Q ⩽ C
(
‖f |Vh

‖V ∗
h
+ ‖g|Qh

‖Q∗
h

)
.

Proof. 对每个固定的 h，把 Brezzi 定理应用于 Vh × Qh。两个假设分别给出 a 在离散核空间 Zh

上的强制性和 b 的离散 LBB 条件，因而离散问题存在唯一解。Brezzi 定理中的稳定常数只依赖于
a, b 的连续性常数以及 α, β。这些常数均与 h 无关，所以所得估计对整个离散问题族一致成立。

这里必须使用离散核空间 Zh，而不是连续核空间 Z。一般只有 Z ∩ Vh ⊂ Zh；离散检验空间

Qh 不能检测 Qh 之外的约束，所以 Zh 可能比 Z ∩ Vh 更大。连续 LBB 条件也不会自动推出离散
LBB 条件，这正是混合有限元空间需要单独验证的稳定性条件。

24.3 鞍点矩阵

混合问题对应的有限维版本就是常见的鞍点矩阵问题。设 A ∈ Rn×n、B ∈ Rm×n，其中 m < n。

考虑鞍点矩阵方程

A

[
x

p

]
=

[
F

G

]
, A =

[
A B⊤

B 0

]
.

它的齐次方程为

Ax+B⊤p = 0, Bx = 0.

第二个方程把 x 限制在 ker(B) 中；第一个方程中的 B⊤p 则用于补足 A 在这个核空间之外的分量。

根据 LBB 条件，定义
βB := inf

0 ̸=p∈Rm
sup

0 ̸=x∈Rn

|p⊤Bx|
‖x‖2‖p‖2

.

固定 p 6= 0，有

sup
0 ̸=x∈Rn

|p⊤Bx|
‖x‖2

= sup
0 ̸=x∈Rn

|(B⊤p)⊤x|
‖x‖2

= ‖B⊤p‖2.

因此

βB = inf
0 ̸=p∈Rm

‖B⊤p‖2
‖p‖2

= σmin(B).

所以 βB > 0 当且仅当 B⊤ 单射，也就是 B 行满秩。因此 LBB 条件在有限维情形下实质就是要求
B 行满秩。

Theorem 24.4 (鞍点矩阵可逆性的核空间判别). 上述鞍点矩阵 A 可逆，当且仅当以下两个
条件成立：

1. B 行满秩；
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2. 任取列满秩矩阵 Z ∈ Rn×(n−m) 满足

Ran(Z) = ker(B),

约化矩阵 Z⊤AZ 可逆。

Proof. 先设两个条件成立，并考虑齐次方程

Ax+B⊤p = 0, Bx = 0.

由 Bx = 0，存在 ξ ∈ Rn−m 使得 x = Zξ。第一个方程左乘 Z⊤，并利用 Z⊤B⊤ = 0，得到

Z⊤AZξ = 0.

由 Z⊤AZ 可逆可知 ξ = 0，所以 x = 0。此时 B⊤p = 0。因为 B 行满秩，B⊤ 单射，故 p = 0。因

此 ker(A) = {0}，有限维方阵 A 可逆。
反过来，设 A 可逆。若 B 不满行秩，则存在 0 6= p ∈ ker(B⊤)，于是

A

[
0

p

]
= 0,

与 A 可逆矛盾。因此 B 行满秩。

若 Z⊤AZ 不可逆，则存在 0 6= ξ ∈ ker(Z⊤AZ)。令 x = Zξ，则 x 6= 0、Bx = 0，并且

Z⊤Ax = 0.

因为 Ran(Z) = ker(B)，上式说明

Ax ∈ (kerB)⊥ = Ran(B⊤).

因此存在 p ∈ Rm，使得 Ax+B⊤p = 0。于是

A

[
x

p

]
= 0.

由于 x 6= 0，这又与 A 可逆矛盾。所以 Z⊤AZ 必须可逆。

这里的第一个条件对应 LBB 条件，第二个条件对应双线性型限制到核空间后满足 BNB 条件。
在有限维中，二者分别化为矩阵的行满秩和约化矩阵可逆。同样可以给出 Brezzi 条件对应的推论。

Corollary 24.5 (Brezzi 条件的有限维形式). 设 B 行满秩，并且存在 α > 0，使得

x⊤Ax ⩾ α‖x‖22, ∀x ∈ ker(B).

则鞍点矩阵 A 可逆。

Proof. 取列向量为 ker(B) 的一组标准正交基的矩阵 Z。对任意 0 6= ξ ∈ Rn−m，有

ξ⊤Z⊤AZξ = (Zξ)⊤A(Zξ) ⩾ α‖Zξ‖22 = α‖ξ‖22.

因此 Z⊤AZ 可逆，由核空间判别可知 A 可逆。
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Corollary 24.6 (对称正定情形与 Schur 补). 在上述记号下，若 A 对称正定，则鞍点矩阵

A 可逆，当且仅当 B 行满秩。

Proof. 若 A 可逆而 B 不满行秩，则存在 0 6= p ∈ ker(B⊤)，从而 (0, p) 是 A 的非零核向量，矛
盾。因此 B 必须行满秩。

反过来，设 B 行满秩。由于 A 对称正定，A−1 也对称正定，消去第一个方程中的 u 后得到关

于 p 的 Schur 补方程，其系数矩阵为
S = BA−1B⊤.

相应的消元过程可以写成 Schur 分解

A =

[
I 0

BA−1 I

][
A 0

0 −S

][
I A−1B⊤

0 I

]
.

两个三角因子都可逆，因此 A 可逆当且仅当 S 可逆。对任意 0 6= p ∈ Rm，B⊤p 6= 0，并且

p⊤Sp = (B⊤p)⊤A−1(B⊤p) > 0.

所以 S 对称正定，进而可逆。先解出 p，再由 u = A−1(f −B⊤p) 解出 u，故 A 可逆。
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